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Tengelyi Laszlé (1954-2014)

1. Bevezetés: a filozofiai problemak jellegérol és a filozofia miiveléséradl

Leszek Kolakowski Metafizikai horror cimii mivében arrdl ir, hogy természetes
torekvésiink az idegen nyelvezetnek szamunkra ismerds dialektikusba torténd atforditasa. Am
egyuttal folhivja a figyelmet ennek filozofiai veszélyére is. Heidegger aldbbi szavait olvassa:
»az ittlét igyléte a gond” — fejtegeti Kolakowski — az analitikus filozofus hajlamos arra
gondolni, hogy a német filozofus e szavakkal azt szeretné kifejezni, hogy az emberek gyakran

aggodnak killonboz6 dolgok miatt. Am az ilyen sajat dialektusban valo olvasat nem
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megnyitja, hanem elzarja a megértés utjat: amennyiben ugyanis ,,némi ismeretségbe keriiliink
az Uj nyelvvel” — folytatja Kolakowski — ,,valdszintileg arra a belatasra jutunk, hogy a legjobb
modja annak elmondésara, amit itt Heidegger mondani torekszik, az, ahogyan ¢ ezt teszi.”
(Kolakowski, L.: Metafizikai horror. Budapest: Osiris, 1988. ) Ez a figyelmeztetés a valodi
filozofiai problémak megfogalmazhatosdganak, kifejezhetéségének nehézségére utal —
bizonyos értelemben arra, amivel mindvégig kiiszkodve Wittgenstein radikalis megoldasként
az ilyen problémak hamis, illetve nem 1étezd, illuzorikus volta mellett érvel.

A kivald magyar filozéfiatorténész, filozofus és egyetemi tandr, Munkacsy Gyula
(Tengelyi Laszlo egyik mestere) olvasataban a Sein und Zeit Heideggere ott folytatja, ahol
Wittgenstein a Tractatus-ban kiteszi a pontot a ,,hallgatni kell” utan: tudja ugyan, hogy olyan
dolgokrdl fog beszélni, melyet képtelen megragadni a hagyomanyos nyelvvel, és ezen utobbi
normai szerint megmeéretve szovege abszurd lesz, de ezt tudatosan vallalja. S tulajdonképpen
mi mas a filozéfia értelme, mint toprengeni €s beszélni arr6l, amirdl tudjuk: nem Ilehet
besz¢élni (legalabbis a wittgensteini értelemben). A wittgensteini  végtelenkritika
reprodukciojatol eltekintve a most kovetkezd kérdeésfolvetések ¢és valaszkisérletek
Wittgenstein filozofidja értelmében értelmetlenek lesznek: olyanok, amelyek elrettentd
példaval szolgalnak arra, ami ellen 6 kiizd: a nyelv altali megbabonézottsagunkra. (V. 6.:
Ludwig Wittgenstein: Philosophische Untersuchungen §109. PIl. in:Wittgenstein, Ludwig
Tractatus Logico-philosophicus. Tagebiicher 1914-1916. Philosophische Untersuchungen.
Frankfurt am Main: Suhrkamp, 1960: 342. o..)

De vajon nem éppen ezért érdemes foglalkozni veliik?



Georg Cantor (1845-1918)

2. Szamlalas, szamossag és a matematikai végtelen cantori fogalma

Ha meg akarjuk érteni azt a matematikai 0jitast — mondhatjuk forradalmat —, amelyet
Cantor hozott a matematikaban, akkor elséként a Cantor elétti matematikanak a mennyiségi
végtelenhez valé  viszonyat kell érinteniink. Az arisztotelészi utdni  eurdpai
gondolkodastorténetet egészen Cantorig gyakran jellemzik wgy, hogy az mindvégig
elutasitotta a valosagos, tényleges, azaz ,,aktualis” végtelent, és csak a lehetség szerinti,
»potencialis” végtelent ismerte el. Ez azonban — mint amiképpen erre Tengelyi Laszl6 joggal
hivja fol a figyelmet' — tévedés: a kozépkori gondolkodas kezdeteité] egészen a XIX. szazadig
altalanosan elfogadott volt Istennek, mint a vildg teremtdjének és korlatok nélkiili abszolut
iranyitojanak foltétlen és valosagos végtelensége. Mi tobb, ez a fogalom egészen Platonig
vezethetd vissza, akinél a legfobb jo ideaja ,végtelentil” tokéletes, s mint ilyen,
tokéletességében az aktualis végtelen hordozdja. S bar a keresztény teoldgia ennél joval
atfogobb és mélyrehatobb végtelenséget tulajdonit Istennek, végtelenségfogalmanak eléképe

mégiscsak az abszollt jo platoni képzete.

' WU 475-476. A témaval kapcsolatosan vesd dssze még: Clayton 1996, és Neidhart2007.
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A végtelenségnek e most érintett tipusat mindségi, intenziv végtelenségként
jellemezhetjiik, és ennek jegyében az el6z6 bekezdés elején tévesnek mindsitett
gondolkodastorténeti allitdst Ggy korrigalhatjuk, hogy amig az eurdpai gondolkodasban a
kozépkor kezdeteitdl egészen mindmaig helye volt és van a mindségi aktualis végtelennek, a
mennyiségi végtelennek — talan  Cusanust kivéve — csupan mint lehetdség szerinti,
»potencialis” végtelennek jutott hely.

A mennyiségi végtelen, mint aktualis és matematikai végtelen, hatarozott formaban
elsdként az Ujkori tudomanyok kezdetén, a Newton- és Leibniz-féle differencidl- és
integralszamitasban jelent meg a végteleniil kicsiny mennyiségek formajaban. Ez a newtoni és
leibnizi elmélet hihetetleniil hatékonynak bizonyult a fizikdban, és nélkiile a mai tudomany
kialakulasa elképzelhetetlen lett volna. Am a kor a végtelen kicsiny mennyiségek fogalmanak
e matematikan beliili megjelenését mégis elfogadhatatlannak tekintette, €s a matematika
fejodésének egyik Osztonzdje ebben az idészakban éppen az a szandék volt, hogy e ,,végtelen
kicsiny”-t oly mddon tiintessék el a matematikabol, hogy ugyanakkor a Newton- és Leibniz-
féle differencidl- és integralszamitas korrigalt — a végtelen kicsinyt mar nem tartalmazd —
valtozata érvényben maradhasson. Ezt a programot azutdn szamos matematikus faradozasat
kovetben a hatardtmenet és a hatarérték fogalmanak megalkotasaval a francia
matematikusnak, Augustus-Lion Cauchynak sikeriilt teljesitenie, majd — mintegy jelezve a
német matematikdanak a francidval parhuzamos eldretorését — e tekintetben Bernhard
Riemann a kétoldala megkdozelitések modszerével ugyancsak sikeresnek bizonyult. A XIX.
szazad masodik felét igy egy olyan korszakként jellemezhetjiik, amikorra a differencial- és
integralszamitas megorzésével ¢és tovabbfejlesztésével egyidejlileg sikeriilt eltiintetni a
végtelen kicsiny fogalmat a matematikabol.

Tekintettel arra, hogy a Newton-Leibniz-féle integralszamitas sikeres volt, nem annak
hasznalhatatlan volta motivalta a végtelen kicsiny eltlintetésére iranyuld torekvést. Az ok
egyik oldalrol az a mar jelzett matematikan kiviili meggy6zd6dés volt, mely a végtelen kicsinyt
filozofiailag tarthatatlan és ezért a matematikabol kizarand6 fogalomnak tekintette. Ezt a
meggy0zosét erdsitette meg azutan masik oldalrél az a tény, hogy Newton és Leibniz
elméletét e fogalmat megdrizve nem sikeriilt matematikailag teljesen egzaktta tenni. E két
tényezO koziil az utdbbi nyilvan a matematika tudomanyan beliili, mely mint ilyen a
matematika belligyét képezi. Az el6bbi viszont prematematikaiként jellemezhetd, mivel
megeldzi a matematikat, s azt szabalyozza, hogy milyen matematikat szabad alkotni.
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Marmost azzal a prematematikai meggy6zodéssel, hogy a végtelen kicsinynek nincs helye a
matematikdban, maga Cantor is egyetértett.” Am masik oldalon, a végtelen nagy mennyiség
fogalmat éppen 6 emelte be a tudomanyba, szembefordulva ezzel kora matematikusaival, akik
a kor szellemét athatdo prematematikai meggy6zodés jegyében a ,,végtelen nagy” fogalmat
ugyanugy elfogadhatatlannak tekintették, mint a végtelen kicsiny képzetét.

Cantort természetesen nem filozéfusi elmélkedések vezették el ujitashoz: kora konkrét
matematikai problémainak megoldasaval foglalkozott, és ennek soran jutott el a halmaz —
csupan intuitiv — matematikai fogalmahoz, ¢és a halmazokra vonatkoz6 elméleten belill a
végtelen szdmossagu halmazokig. Mert a cantori Ujitast elsddlegesen nem a végtelen
szamossagok bevezetése képezi, hanem a ,halmaz” fogalma, és ennek csupan jaruléka —
persze kulcsfontossagli jaruléka — a halmazok szamossaganak, és a végtelen szdmossagu
halmazoknak megjelenése.’

A végtelen szamossag fogalmanak megyvilagitasa érdekében tekintsiink olyan egyedi,
elkiilonithetd elemekbdl 4ll6 sokasagokat, amilyenekkel a mindennapi ¢élet soran
taldlkozhatunk: egy liget tolgyfainak Osszességét, egy ndstényoroszlan éppen megsziilt
kolykeit vagy egy kosar almat. Ezek a vildg valds sokasagai, amelyeknek elemei jol
meghatarozott mennyiséggel birnak. Viszont az is nyilvanvalo, hogy e mennyiségek nem
szamok: ezek az utdbbiak csupan emberi fogalmak, emberi konstrukciok, amelyek arra
szolgalnak, hogy segitségiikkel megragadjuk e valdsagos véges sokasdgok elemeinek
mennyiségét. Mivel e mennyiségeket az altalunk létrehozott természetes szdmokkal irjuk le,
egy-egy Osszesség elemeinek a szamarol beszéliink: ,a tisztason alloé tolgyfak szadma
negyvenketté”, ,,az oroszlan kolykeinek szama négy”. Am a kevésbé fejlett kulturak egy
részében csak bizonyos mennyiségig vannak szamszerti meghatarozasok, mig ezen folil mar
csak olyan kifejezésekkel rendelkeznek, mint pl. ,,6tnél tobb”, ,,sok”, ,,nagyon sok” stb. Ennek
pedig ezért van jelentdsége, mert bar gy szoktunk a sokasdgok elembeli nagysagarol

beszélni, hogy pl. ,,a kosarban 1évé almak szama huszonét, ,,az oroszlan kolykeinek szama

2V. 6. pl. Bell 2006.

3 Cantornak e témaval foglalkoz6 matematikai tanulméanyait lasd a Gesammalte Schriften kétet I11. részében, az
»Abhandunglen zur Mengentheorie” alcim alatt. V6: Cantor 1932: 115-356. Cantor életének és munkassaganak
ma mar klasszikusnak tekinthet6 attekintése:Fraenkel 1932. A cantori elméletnek torténetileg hii, de a mai
standard matematikanak is megfelel0 kifejtését lasd: Deiser 2002., Hallett 1984, illetve Fraenkel — Bar-Hiller
1958. Cantor elméletét, a végtelennel kapcsolatosa koncepcidjanak kialakulasat ugyancsak targyalja:Tapp 2005.
Magyarul kivonatok Cantornak a matematikai végtelenrdl sz616 elméletébol: Cantor 1988.
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negy”, €s az ilyen kijelentéseket objektiv kijelentésnek tekintjiikk, azok mar magukban
foglaljik az ember altal megkonstrualt szamfogalmat.

Fejlett szamfogalommal rendelkezd kulturdkban a sokasagok elemeinek ,,szamat” ugy
hatarozzuk meg, hogy az elemeket megszamlaljuk. Konnyli beldtni, hogy ebben az
értelemben nem beszélhetiink olyan sokasagok ,.szamanak” meghatarozasarol, amelyek
végtelen sok elemet tartalmaznak, hiszen egy ilyen sokasag elemeit akkor sem tudnank
végigszamlalni, ha 6rokkévalo életiink volna: ekkor sem juthatnank sohasem a végére, hiszen
ekkor életiinknek sem volna sohasem vége: a véges sokasag, legyen az barmily nagy is, egy
orokéletii lény dltal mindig megszamlalhato lesz, am a végtelen sohasem. Annak okat tehat,
hogy a matematikai mennyiségi végtelent az eurdpai gondolkodas sokaig csak mint lehetdség
szerinti végtelent ismerte el, és tagadta valdsdgossagat, nem egyszeriien Arisztotelész
tekintélyében kell keresniink. Eppen megforditva: Arisztotelész koncepcidja tobbek kozott a
szamlalas mindennapi élményén nyugodott, €s mas tényezok mellett éppen ez a mindennapi
¢lmény hitelesitette azt. A végtelen ,,végigszamlalasanak™ lehetetlensége volt az elsddleges
tényez0 abban, hogy egészen Cantorig a mennyiségi végtelen megmaradt formaétlan,
meghatarozatlan, csak lehetdség szerint 1étez0 mennyiségnek, s ezért nem lehetett helye a
matematikaban.

Az elobbi példakban emlitett, elkiilonithetd elemekbdl allo sokasdgokra Cantor
bevezette a halmaz fogalmat, a halmazokhoz pedig az azok altal tartalmazott elemek
mennyiségi mértékekét hozzarendelte relativ szdmossaguknak — azaz elemeik ,kardinalis
szamanak” — fogalmat. Eszerint két halmaz egymdshoz viszonyitva akkor és csak akkor
azonos szamossagu, ha elemei kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetéek egymasnak, mig
egy adott halmaz szdmossaga akkor kisebb egy masik halmaz szamossaganal, ha nem
lehetséges kozottik ilyen kolesondsen egyértelmti megfeleltetés, de az elsd halmaz elemei
kolesondsen egyértelmiien leképezhetdek a masodik halmaz valamely részhalmazara. Konnyt
belatni, hogy e cantori fogalom nem abszolut, hanem csupan relativ fogalom: nem egy halmaz
onallo, ,,magaban valo” szamossagat, hanem csupan két kiilonb6zo halmaz szamossaganak
viszonyat hatarozza meg. Relativ ez a fogalom, hiszen csak halmazok egyméshoz valo
viszonyaban értelmezhetd, mikézben példaul egy katonai szazadra és ezredre tekintve minden
szamlalas nélkiill — mondjuk igy: abszolit mdédon — latjuk a mennyiségi kiillonbséget. A
szamossag e cantori fogalma azonban relativitasa ellenére a végesek esetében ekvivalens az
ilyen szamlalas nélkiil élményekkel (pl. a cantori fogalommal is azt fogjuk kapni, hogy az
ezred ,,nagyobb”, mint a szdzad). Tovabba a kulcsfogalmat képezd ,,kdlcsondsen egyértelmii
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megfeleltetés” pontosan megfelel annak a miveletnek, amit szamlalaskor végziink.
Konkrétan: ha példaul megszamlaljuk egy almaskosar almait, a cantori fogalom értelmében
nem tesziink mast, mint kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltetjiik egymasnak a természetes
szamok sorozatanak elejét az almaszemeknek, s ha példaul 25-nél fogynak el az almak, akkor
a cantori fogalmat haszndlva éppen azt allapitjuk meg, hogy az elsé 25 természetes szam
halmazénak ,,szdmossag”-a az almaskosarban 1évo almaszemek ,,szdmossag”-aval azonos.

fgy a véges elemii halmazok esetében a cantori ,szdmossig” értéke azonos a
hagyomanyos szamlalds altal adodé mennyiséggel: ez még az elképzelhetetleniil nagy véges
szamok esetében is igy van, mert mindig elképzelhetiink egy olyan 1ényt, mely sokaig €I, és
végigszamolja a halmaz elemeit. A cantori szdmossag relativ meghatarozdsa azonban a
vegtelennek tekintett matematikai halmazok esetében ujat hozott. Ugyanis nyilvanvalo, hogy
példaul az Osszes természetes szam nem szdmlalhato végig (mint lattuk, azok ,,mennyisége”
elsdsorban éppen ezért maradt meg amorf, meghatarozhatatlan, potencialis mennyiségi
végtelenként). A cantori szamossag megallapitasa viszont nem minden esetben el6foltételezi
a halmaz elemeinek végigszamolasat, azaz e cantori fogalmat hasznalva egy 0j moddszert
kapunk a halmazok elemeinek mennyiségi meghatarozasa: elég csupan egy kolcsondsen
egyértelmil leképezést definialdo formulat talalnunk. Vegyiik példaul az 1.000.001-nél kisebb
paros természetes szamok halmazat. Ha az 1-hez a 2-6t, a 2-hoz a 4-et, és a n<500.001-hez a
2n-t rendeljiik, konnyt beldtni, hogy ily moédon az elsé 500.000 természetes szdm
halmazanak és 1.000.001-nél kisebb természetes paros szamok halmazanak kolcsondsen
egyértelmli egymashoz rendeléséhez jutunk, és ezért szamlalas nélkiil is megallapithato, hogy
e két halmaz szamossaga a cantori értelemben azonos, ami hagyomanyos megfogalmazasban
azt jelenti, hogy az 1.000.001-nél kisebb természetes paros szamokat tartalmazo halmaz
elemeinek ,,szdma” Otszazezer. De ilyen kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés az is, ha
példaul minden természetes szamhoz hozzarendeljiik annak kétszeresét, hiszen ilyenkor
minden természetes szamhoz egy és csak egy jol meghatarozott paros szam rendelddik: pl. az
»n’-hez a ,2n”, és megforditva, minden ,2i” alaki paros szamhoz egy ¢és csak egy
természetes szam, az ,,i”. Ez az utobbi példa azonban mégiscsak erdsen kiilonbozik az el6zo,
véges esettdl: a véges esetben fele annyit paros szamot talalunk az ezeregynél kisebb
természetes szamok kozott, mint ahany ilyen természetes szam van, mig az utdbbi példaban
annak a halmaznak a szamossaga, amelyhez a természetes szamok halmazanak
megfelezésével jutunk, a cantori definicio szerint azonos lesz az eredeti, ,,megfelezett”
halmaz szdmossagaval. S mivel a szdmossag a végesben azonos az elemek szamaval, ennek
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nyoman konnyen abban a kisértésbe esiink, hogy a kovetkezoképpen fogalmazzunk: a paros
természetes szamok ,,szama” ugyanannyi mint a természetes szamok ,,szdma”. Ez azonban
fogalmi csusztatas, amelyet a népszeriisitd irodalom ki is haszndlni, hogy igy a természetes
szamok és az azok megfelezésével kapott paros szamok halmazanak ,,ugyanakkora” vagy
,,azonos elemszamu” voltanak paradoxonahoz jusson, €s azt szenzacioként talalhassa.

Ez a most jelzett fogalmi cstisztatas abbol fakad, hogy az ,.elemek szama” kifejezés a
hagyomanyos szadmlalashoz kapcsolodik, mig a cantori szdmossdg esetében mesterséges
definiciorol van szd, mely a végesben vald értékegyenldség ellenére fogalmilag nem azonos
sem ,,az elemek szdma”-val, sem a hétkoznapi értelemben vett ,,ugyanannyi”-val. Az a tény
ugyanis, hogy véges halmazok esetében e ketté érték — tehdt a ,szamossdg” értéke és ag
wugyanannyi” vagy ,az elemek szama” — szamszeriileg egybeesik, semmiképpen sem
jogosit fol arra, hogy a végtelen szamossdagu halmazok szamossdaga kapcsan is
hagyomanyos értelemben az ,elemek szama”-rol beszéljiink. A matematikai végtelennel
kapcsolatos, az olvasokat elbiivélni szandékozo népszertisitd irodalom viszont tudatosan vagy
tudatlanul éppen ezt a csusztatast koveti el: a végtelen halmazok cantori értelemben vett
azonos szamossagat a mindennapi ¢életben haszndlatos ,,ugyanannyi’-val azonositja.

A n --- 2n leképezési formula tehat kdlcsondsen egyértelmi megfeleltetést hoz 1étre a
természetes szamok halmaza és az annak megfelezésével kapott paros természetes szamok
kozott, aminek nyoméan mindkét halmazra ugyanazon cantori szdmossagot kapjuk. Ha
azonban egy mennyiséget megfeleziink, annak feleakkordnak kellene lennie, mint az eredeti
mennyiségnek, és az, hogy ez a végtelen szamossagil halmozok esetében nem igy van,
mindaddig, amig figyelmen kiviil hagyjuk a végtelenek strukturaltsagara vonatkozo, késobb
érintendd cantori eredményt, megerdsitheti azt a hagyomanyos elképzelést, hogy a
mennyiségi végtelen amorf, meghatdrozatlan, hiszen ami meghatarozatlan, annak a fele is
meghatarozatlan. De e két halmaz szdmossaganak azonossaga érv lehet amellett is, hogy amit
Cantor itt szamossagnak nevez, az — amiképpen ezt Wittgenstein is allitja — a végtelen
halmazok esetében valojaban nem mennyiségi kategoria, hanem valami mas. Ugyanakkor e
fogalom nem tartalmaz, formalis ellentmondast, és ezért Cantorban az ilyen fogalmi jellegli
ellenérv nem vet6dott fol, és 6 maga is ontudatlanul elkdvette azt a csusztatast, amelyet a
késobbi  popularis irodalom kapcsan mar jeleztiink: a természetes szamok halmazanak
ugyanolyan lezart, jol meghatarozott jelleget tulajdonitott, mint amivel példaul az
almaskosarban 1év6 25 almaszem halmaza rendelkezik. Csakhogy az almaszemek mennyisége
a hagyomanyos szamldldssal is meghatarozhatd, ¢s Onmagaban az, hogy az elsé 25
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természetes szam ¢€s az almak kozotti kolcsonosen egyértelmii megfeleltetéssel ugyanugy 25-
0t kapunk értékként, mint az almak hagyomdnyos megszamlaldasaval, nem jogosit fol arra,
hogy a 25-0s értéket és a természetes szamok halmazara kapott ,,végtelen” szdmossagot
azonos jellegiinek vagy mindségiinek tekintsiik. Az 6sszes természetes szam ugyanis a cantori
szamossagdefinicid bevezetése ellenére tovabbra is ugyanugy végigszamolhatatlan marad,
mint azeldtt volt, és halmazuk elemeinek végtelensége csak akkor volna parhuzamba allithato
a 25-tel (vagy barmely véges természetes szammal), ha foltennénk, hogy a végtelen sok
természetes szam hasonloképpen létezik valahol lezart dsszességként, mint amiképpen az
almak az almaskosarban, vagy a katonak egy katonai szazadban.

Ha mégis elfogadjuk azt a cantori attitidot, mely a végtelen szamossagot a véges,
lezart halmazok elemszamaval azonos jelleglinek tekinti, folvetddik a kérdés: vajon
lehetségesek-e olyan halmazok, amelyek szamossdga nagyobb mint a természetes szamok
szamossaga? Cantor valasza erre, hogy a valds szamok halmazanak szamossaga nagyobb a
természetes szamok szamossaganal, tovabba minden végtelen szamossaghoz megadhat6 olyan
halmaz, melynek szdmossaga nagyobb — ,,még végtelenebb” — ennél az eredeti, mar végtelen
szamossagnal.

A végtelen nagysagl szamossdgok sorozatanak elsd tagjat Cantor az ,, omega i

jellel jeldli, és ez megfelel a természetes szamok ,megszamldlhato”-nak nevezett
végtelenségének (amelyeket, mint lattuk, valdjaban még egy végtelen életli személy sem

2

szamolhat meg sohasem), kovetkezd szamossagként pedig az ,, omega ” szamossagnal

nagyobb ,.kontinuum végtelen”-t adja meg. Az altala igy bevezetett szamossagokra azutan a

héber abécé els6 betiijét folhasznalva mint az alef-0, alef-1 ........ alef-n .... szamossagokra
utal, ahol az alef-0 az omega , az alef-1 a kontinuum Végtelen.5 Azzal a kérdéssel viszont,

hogy az alef-i szdmossagok kozott vannak e ijabb szamossagok, nem képes boldogulni, s ma
mar tudjuk, hogy ez az axidmarendszer megvalasztasanak kérdése — azaz az alkoto
matematikai tevékenység soran meghozhat6 szabad dontéstol fiigg. Arra a kérdésre viszont,
hogy lehetséges-e legnagyobb szamossag, illetve lehetséges-e olyan halmaz, melynek

szamossdaga minden mds szamossdgnal nagyobb, sikeriil valaszt taldlnia: ha foltessziik egy

* A fels6 vonas nélkiili ,,omega” a késébb emlitésre keriil rendszamok vagy ordinalis szamok egyike: a véges
szamokat koveto ,,legkisebb” végtelen — , transzfinit” — ordinalis szamot jeldli Cantornal.

3 Lasd mindezzel kapcsolatosan korabbi, 3. 1abjegyzetiinket.
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ilyen halmaz létezését, ez logikai ellenmondéashoz vezet, és ezért ilyen szamossdg és ilyen
szamossdgu halmaz nem vezethetd be a matematikdba. °

Cantor a szamossagok mellett szintén bevezeti az ,ordindlis szamok”-at vagy
masképpen ,,rendszamok”-at, melyek a sorszamoknak felelnek meg, és a véges rendszamok
mellett ezek kozott is definidl megszamlalhatéoan sok végtelen nagysagut. (Pl. az 6t mint
mennyiség — 6t pohar — €és az 6t mint sorszam — az 6tddik pohar — nem azonos, s a kettd koziil
az ,,0todik” kifejezés felel meg a cantori ,ordindlis szam”-nak). Viszont amiképpen a
szamossagok elméletében sem adhaté meg legnagyobb szamossag, ugy az ordindlis (azaz a

»rend”’-) szdmokra is igaz, hogy nem rendelhetd foléjiik egy olyan ,,szuper’-ordinalis szam,
egy ,,OMEGA”, mely ahhoz hasonldéan, amiképpen az,, omega ”, azaz a megszamlalhato

végtelen szdmossdg minden természetes szamnal nagyobb, minden ordindlis szdmanal
nagyobb volna.”

Cantor mind a végtelen szamossagokat (azaz a végtelen kardinalis szdmokat), mind a
végtelen rendszamokat (azaz a végtelen ordinalis szamokat) ,,transzfinit” — ,,végesen tali” —
mennyiségeknek illetve szamoknak nevezi, s az ezekre vonatkozd elmélet a transzfinit
szdmok (azaz a végtelen nagysagi szamossdgok ¢és rendszamok) cantori elmélete.
Megjegyzendd, hogy az eredeti cantori halmazelmélet — és igy a transzfinit szdmokra
vonatkoz6 matematikai elmélet is — a mai matematikai megitélés szerint ,,naiv”’ volt (ez azt
jelenti, hogy nem adott alapfogalmaira preciz definiciokat, és elméletét nem alapozta meg
axiomatikusan). Kovetkezd fejtegetéseinkben azonban nem fogjuk kihasznalni a cantori
elmélet ezen ,naiv” voltat, és ezért azok a mai kritériumoknak megfelelo, korrigalt,
axiomatikus halmazelméletre, valamint az ennek keretében bevezetett végtelen
szdmossdgokra is ugyanugy érvényesek maradnak, mint az elmélet eredeti, cantori

megfogalmazasdra.

3. A transzfinit szamok cantori elméletének gondolkodastorténeti jelentosege

®: Cantor 1897 utan nem tesz kozz¢é Gjabb tanulmanyokat, de intenziv levelezésének tartalma tanusitja, hogy
ezutan is foglalkozik matematikai kérdésekkel. Az dsszes ,,alef” egyesitésével adodé halmaz szamossaganak
ellentmondasossagarol v. 6. pl.: Cantor 1899/1932B: 448. (Lasd még Fraenkel 1932: 470; Cantor 1899/1932:
446-447; Cantor 1988: 83-85.)

7 Annak bizonyitasat, hogy ilyen rendszam nem létezik, 1897-ben Cesaro Burali-Forti olasz matematikus tette
kozzé. Abraham Adolf Fraenkel szerint azonban Cantor a Burali-Forti-antindmiaban megjelend ellenetmondast
mar 1895-ben ismerte (Fraenkel 1932: 470.). Fraenkel e tekintetben Cantornak Hilberthez 1896-ban irott
levelére hivatkozik. V. 6. még: Cantor 1899/1932)
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Halmazelméletével, ¢és kiilonosen elméletének azon részével, mely a végtelen
halmazokkal és végtelen szamossagokkal foglalkozik, Cantor teljes 0j és rendkiviil hatékony
eszkozt adott a matematika kezébe, mely e tudomany szamos teriiletén kivaloan alkalmazhato,
¢s alkalmas arra, hogy az egymastol kiilonb6z0 matematikai teriiletek targyaldsaban egységes
szemléletmodot alakitson ki. A késObb axiomatikusan korrigalt cantori elmélet pedig nagy
jelentdséggel bir a matematika megalapozéasaban is.

Mint lattuk, gondolkodastorténetileg tekintve Cantor elmélete nem sokkal azutdn
jelent meg, miutdn a matematikusoknak sikertilt végre a végtelen kicsiny botranyosnak tartott
fogalmat eltavolitani tudomanyukbdl. Cantor ebben a helyzetben halmazelméletével a masik
polusrol — a végtelen nagy mennyiségek oldalardl — visszahozta a matematikaba a végtelen
fogalmat., s egyuttal az arisztotelészi tradicioval szemben kiallt a redlis, valosdgos — tehat
aktualis — mennyiségi végtelen mellett, aminek nyoman a filozofidat is arra kényszeritette,
hogy pro vagy kontra uj modon kozelitsen a végtelen problematikdjahoz. Tovabba azzal,
sorozatat vezette be, a mennyiségi végtelen addigi meghatdrozatlan, amorf képzetét
fokozatokkal biro, strukturalt mennyiségként allitotta elénk. Ezért a természetes és a paros
természetes szamok azonos cantori szdmossaga mégsem intézhetd el a korabbiakban folvetett
modon egyszerlien azzal, hogy végtelenségiik meghatarozatlansdgara hivatkozunk (tehat arra,
hogy a meghatarozatlannak a fele és a kétszerese is értelemszerlien meghatarozatlan marad),
hiszen az, hogy a cantori elméletben egymastol kiillonbozé mértékli végtelen nagy
szamossagok vezethetSek be, éppen ezen meghatarozatlansag ellen szol. fgy e tekintetben két
lehetdség marad: vagy elfogadjuk, hogy Cantorndl olyan valosdgos végtelen mennyiségekrol
van sz0, melyek megfelezésiik ellenére viltozatlanok maradnak, vagy megmutatjuk, hogy
az, amit Cantor mennyiségnek tekint, és akként kezel, nem mennyiség, hanem valami mas.

A most jelzett fogalmi problémak ellenére ugyanakkor az axiomatikusan rendbetett
cantori halmazelmélet a matematika legjobb tudomdsa szerint nem tartalmaz formalis logikai
ellentmondast, s ebben az értelemben matematikailag hibatlan. Az olyan fogalmi problémak,
amily pl. a 25 almat tartalmazé halmaz €s a természetes szdmok halmaza szdmossaganak
azonos természetiiként valdo kezelése, és az ilyen cstsztatasokbol adddd fogalmi
ellentmondasok (igy az, hogy egy mennyiség fele azonos magaval az eredeti mennyiséggel),
nem formalis, nem logikai ellentmondasok, és nem érintik az elmélet matematikai
hatékonysagat.
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A képen Georg Cantor lathato iddsebb kordban

4. Cantor filozofiai reflexioi sajat elméletére

Marmost Cantor tisztadba volt vele, hogy elmélete, mint matematikai fogalmak,
szabalyok, szamitasok, tételek és bizonyitasok rendszere, filozofiai értelmezésre szorul. S
miutan oly neves matematikus kortarsak, mint Kronecker vagy Poincaré — nem matematikai,
hanem prematematikai, filozo6fiai jellegli megfontolasok alapjan — elutasitottadk elméletét,
rakényszeriilt arra, hogy azt filozofiai érvekkel is védelmezze.

Tekintetbe véve, hogy az elméletével kapcsolatos fonntartasok elsdsorban az aktualis
végtelent érintették, filozofiai reflexioi is els6sorban az aktudlis végtelenre iranyulnak. Egyik
— s talan altala legerdsebbnek tartott — érve az aktudlis végtelen 1étezése mellett az altala
bevezetett végtelen szamossagok és rendszamok logikai ellentmondas-mentessége. Ugy véli,
hogy ez az ellentmondas-mentesség evidencia az aktualis végtelen matematikaban beliil
jelenléte mellett. Ez azonban hibéas érv. Kantot parafrazalva: hidba van hibatlan logikai
elméletem a zsebemben 1év6 szaz tallérrol, az még nem valik 1étezévé sem a zsebemben, sem
fejemben: ami létezni fog, az csupan a zsebemben 1€vé szaz tallér fogalma, és az is csak a
fejemben. Igaz, ha elképzelem darabra e nem 1étezé szaz tallér mindegyikét, akkor a szaz
tallér halméazanak fogalma mellett a fejemben mind a szaz tallér képzete (azaz szdz egyedi
képzet) is ott lesz, de éppen itt van az a pont, ahol Cantor érve megbukik: az Gsszes
természetes szdmot vagy az Osszes valos szamot képtelenek vagyunk elképzelni. Halmazuk
fogalma megalkothato, és annak ellentmondasmentesen végtelen szamossag tulajdonithatd, de
ett6l még elménkben, fejiinkben, matematikai konyveinkben nem fog megjelenni aktualisan
végtelen sok természetes vagy valds szdm. Abbodl példaul, hogy az aktualisan végtelen sok
szamossagu természetes szam fogalma nem general formalis ellentmondast, nem kovetkezik,

12



hogy akar elméletiinkben, akar elméletiinkon kiviil ténylegesen létezne ez az aktualisan
végtelen sokasag. A végtelen fogalma nem azonos magdval a végtelennel: ott ahol e
fogalom jelen van, még nincs jelen a végtelen, mint amiképpen a szaz tallér fogalma sem
garantalja még csak elménkben sem a szaz tallér egyenkénti képzetének jelenlétét: ehhez e
fogalmon til egyenként el kellene képzelni mind a szaz tallért, ami még taldn lehetséges. Am
az ,,0sszes” természetes szam esetében ez nyilvanvaldan lehetetlen.

Cantor mdsodik érve elméletének fizikai hasznalhatosdgara hivatkozik.® Allitasa
szerint a megszamlalhato végtelen matematikai fogalma a vildgegyetem fizikai elemeinek
megszamlalhatd végtelen sokasdgat ragadja meg, a kontinuum végtelen pedig a folytonos
fizikai hattérkozeg pontszerli alkotorészeinek mennyiségét. O maga konkrétan az atomok
szamara ¢és az éterre gondol, de ez lefordithaté a mai fizikdba az atomok helyére a kvarkokat,
az ¢éter helyére a gravitdcidos mezOt helyezve. Ennek ellenére a kvantumossag és
hatarozatlansagi relaciok miatt a kontinuum esetében ez az érv a mai fizika szerint nem all
meg, és az azt sem tartja sziikségszeriinek, hogy végtelen sok szdmu elemi részecske 1étezzék
a vilagegyetemben. Am Cantor ezen érvével mégsem ez a f6 probléma: eleve hibas az az
allitas, mely szerint a mennyiségi végtelen matematikai elméletének fizikai alkalmazhatosaga
e végtelen fizikai aktualitdsat vonna maga utan. E gondolatmenet filozofiai-ismeretelméleti
problematikussagaba itt nem tudunk belebocsatkozni. Arra viszont utalhatunk, hogy a mai
fizika matematikdja hasznalja a matematikai végtelenfogalmat, de — mint lathattuk — az ezen
matematikaval leirt fizikai vilagban nem fOltétleniil foltételezi végtelen mennyiségek
l1étezését: bar haszndlja e végtelenfogalmat, 6sszeegyeztethetd véges fizikai vilaggal is.

Cantor harmadik érve teologiai érv: alapjaul Isten abszolut végtelensége és josaga
szolgal.” Eszerint Isten abszolit, a matematika altal sem megragadhato végtelenségébdl és
josagbol inkabb kovetkezik, hogy aktudlis végteleneket is teremtett, mint ennek ellenkezdje.
A teremtett végtelenek pedig maguk az isteni végtelenség felé mutatd, de annal alacsonyabb
rendi transzfinit végtelenek, melyeket azutdn az emberiség Cantor szerint éppen az &

matematikajaban ismer €s ragad meg a traszfinit szdmossagok és rendszamok formajaban.

Mindebbdl kitlinik, hogy Cantor matematikdja nem ragadta meg az aktudlis végtelent,

illetve nem bizonyitotta annak Iétezését: matematikai ellenmondasmentességébdl nem

¥ V. 6. pl.: Cantor 1887-1888/1932: 400.

°U.o.
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kovetkezik a végtelen valds 1étezése, ,,aktualitdsa”. A mennyiségi végtelen aktualitasat csak
matematikan kiviili érvekre hivatkozva allithatjuk, s Cantor vonatkozo érvei koziil csak a
teologiai miikodik. Ahhoz viszont eldbb el kel fogadnunk Istennek mint abszolitumnak
1étezését.

A harmadik, teoldgiai érvben viszont egyuttal implicit modon bennfoglaltatik a
teoplatonsita allaspont is: ha Isten transzfinit végteleneket teremtett, akkor azoknak elézetesen
ott kellett lenniiik 6rokkévalo elméjében, azaz ezen esetben a cantori transzfinitek orokkévalo
1étez6k egy a fizikain és emberin tuli szellemi szféraban, Isten elméjében. Ismereteink szerint
a transzfinitek ezen o6rokkévald szellemi létezésének platonista idedjat Cantor ugyanakkor
kifejezett modon is megfogalmazta. gy egy alkalommal a harmadik vilagot tételezd
klasszikus platonizmus jelenik meg ndla, amikor arrdl ir, hogy a teremtett vilagban az emberi
elmén és a fizikai vilagon kiviil egy harmadik, szellemi szféraban is jelen vannak a transzfinit
szamok'®, mig egy masik helyen kifejezetten a teoplatonista allaspont mellett kotelezi el
magat, amikor azt fejtegeti, hogy a transzfinit mennyiségek orokkévaloan jelen voltak és

r 7 11
vannak Isten értelmében.

5. Cantor sajat elméletének filozofiai statuszarol és Kanthoz valo viszonyarol

Cantor filozofiai nézeteivel foglalkozva két elképzelését kell még megemliteniink:

Elmeélete alapjan ugy véli, hogy meghaladta a mennyiségi végtelent érintd kanti antindmiat, és
a transzfinit mennyiségekkel kapcsolatos sajat eredményeire hivatkozva biiszkén allija, hogy
Kant az emberi értelem tekintetben kishitii volt.'” Elméletét tehat a mennyiségi végtelen
elméleti meghaoditasaban elért vélt sikerre hivatkozva mint az emberi értelem és ezen beliil a

matematika tudomanyanak diadalat méltatja

19 Cantor 1883/1932: 181.

" Lasd Cantor 1895. november 30-an kelt Charles Hermite-hoz irt levelét. Idézi, illetve hivatkozik ra.pl.
Dauben 1979: 228; Hallett 1984: 149; Purkert 1989: 58. (Bar idéz beldle, de a levél vonatkozo részletét a Cantor
valogatott levelezésének 1999-es kotete nem tartalmazza, igy tekintetében csak masodlagos forrasok allnak
rendelkezésiinkre. Alevél eredetijének lel6helye: Niedersdchsische Staats- und Universitédtsbibliothek Gottingen,
Nachlass Georg Cantor.)

% Cantor 1885/1932: 375.; illetve Cantor 1988: 79-80.
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i) Masik oldalrdl azonban a matematikat korlatozott hatokoriinek tartja, és az az
allaspontja, hogy az csupan a transzfinit, tehat a ,,végesen tuli” értelemben vett végteleneket
képes megragadni, mig Isten intenziv végtelensége és maximadlis nagysdga a teologia targya
lehet csupdan. SoOt, nézete szerint az isteni végtelenség mint ,, abszolut végtelen” és a
matematika dltal megragadhaté alacsonyabb rendii, transzfinit végtelenek kozott
dthatolhatatlan szakadék tatong, és amig a transzfinitek a matematika targyat alkotjak, addig
mar a maximélis mennyiségi végtelen is csak a teoldgia targydt képezheti.”> Ugyanakkor ezen
athatolhatatlan szakadék ellenére ugy vélte, hogy a transzfinit rendszdmok — azaz az
,wordindlis szdmok™ — lezdratlan, végtelenbe szaladd sorozata Isten végtelenségét
szimbolizdlja," és igy a matematika, mint sajatos résztudomany, bar az abszolut végtelen
megkozelithetetlen szamara, mégis e végsd végtelen €s azon keresztiill az abszolutumra
iranyul.

iii)  Ezen utdbbi cantori gondolatmenettel szemben folvethetd persze, hogy a
rendszdmok — az ,,ordinalis szamok™ — végtelen sorozata hasonld természetli a természetes
szamok végtelen sorozatdhoz, ¢és igy Cantor miért csak ezek sorozatdt tekinti az abszolut
végtelen szimbolizalasanak? Csakhogy e két sorozat azonos természete latszat csupan.

b

Ugyanis az ,, omega ”, azaz az ,,alef-0”, annak ellenére, hogy a legkisebb cantori szamossag,

a cantori elmélet szerint nagyobb az 1,2,3 ....n .... sorozat valamennyi tagjanal. Ezzel
szemben — mint lathattuk — a rendszamok sorozatdhoz nem adhatdé meg egy ,,szuper”
OMEGA rendszam, mely valamennyi rendszamnal nagyobb volna, mint amiképpen az alef-0,
alef-1 ..... alef-n .... sorozathoz sem adhat6é meg ilyen, a sorozat minden tagjanal nagyobb
»szuper” ALEF szamossag, mivel mind egy ilyen OMEGA, mind egy ilyen legnagyobb
szamossag fogalma logikai ellentmondast tartalmaz. Ezért amig a cantori elméletben az 1,2,3
...n .... sorozatot az omega, mint végtelen, de jol meghatarozott rendszam korlatozza, és a
sorozat iranyultsaga e jol meghatarozott transzfintit ordinalis szam felé¢ mutat, addig mind az
alef-0, alef-1, alef-2 ....... alef-n ....... sorozat, mind a rendszamok sorozata iranyultsagaként
a formalis ellentmondast tartalmazod, és ezért a matematika altal mar megragadhatatlan, az
emberi elme szamara folfoghatatlan abszoliit végtelen nagysag adodik. igy e sorozatok, bar

magukban még a matematikdn beliiliek, Cantor értelmezésében mar a matematikan kiviilre

13 P1. Cantor 1887-1888/1932: 402.
14 Cantor 1883/1932: 205. illetve ud: 1887-1888/1932: 405

15



mutatnak'> (bar az abszolut végtelen és a matematika kozotti athatolhatatlan szakadék miatt
azt még csak meg sem kozelithetik'®).

iv)  Ami Cantornak sajat elméletét Kanttal szemben magasztalé allitasat illeti: az
nyilvanvaloan a kanti antindmia félreértésén alapul, mivel Kant nem formalis logikai, hanem
a személetiinkben ¢és fogalmainkban ad6dd ellentmondasra hivatkozik. Tovabba a
végtelenség-antinomia pontosan arrol szol, hogy a végtelen Osszességek nem kezelhetoek
lezart egészként, ¢és az Osszes szamossag egyestésével kapott ,,legnagyobb szdmossag”
fogalméanak Cantor altal folfedezett logikai ellentmondéasossaga pontosan Kant ezen allitasat
tdmasztja ald. Ezért még a cantori szemléletmodot elfogadva is csak annyit allithatunk, hogy
Cantor elmélete csupan az alacsonyabb rendii mennyiségi végtelenek — a transzfinitek —
megragadasara képes, de a tulajdonképpeni mennyiségi végtelen tekintetében — tehat azon
mennyiségi végtelen tekintetében, amelynél (1gy mint amiképpen ezt a végtelen eredeti
fogalma magaban foglalja) nincs ,,nagyobb”, s ebben az értelemben valdban végtelen —
kudarcot vallott. Ez pedig éppen — mint amiképpen erre a Cantor Osszegyljtott miiveinek
kiadasat szerkesztd Zermerlo is helyesen utal vonatkozo jegyzetében'’ — Kant allaspontjat

erdsiti meg.

6. A cantori végtelenfogalom lehetséges kritikai. Prematematika és posztmatematika

Mint emlitettiik, Cantor elmélete hihetetleniil hatékonynak bizonyult a matematikéban,
s a ma uralkodé matematika elképzelhetetlen volna nélkiile. Folvetodik tehat a kérdés, hogy
mi értelme van kritikajanak, és kiilonosképpen az, hogy Wittgenstein mint filozo6fus vajon
milyen jogon kritizalja azt?

E kérdésre megvalaszolva elsoként arra a tényre kell emlékezniink, hogy a Newton-
Leibniz-féle differencial- €s integralszamitas is hihetetleniil termékeny és sikeres volt, am
mégsem szlintek meg annak idején a vele kapcsolatos prematematikai fonntartasok, és végiil
a benniik szerepld ,,végtelen kicsiny” kikiiszobolésre kertilt. (Igaz, azota bebizonyitottak,

hogy a végtelen kicsiny newtoni-leibnizi fogalma is rendbe tehetd matematikailag. Am az igy

15 A témaval kapcsolatosan v. 6. még: Neidhart 2007, illetve Tapp 2005 és Tapp 2014.
16V, 6. Cantor 1887-1888/1932: 405-406.
17 Cantor 1885/1932: 377; Cantor 1988: 77.

16



kapott elmélet egyrészt mar nem teljesen azonos az eredetivel, masrészt azt sem vonja maga
utan, hogy a mai matematikat ne lehetne a végtelen kicsiny fogalma nélkiil miivelni.)

Hasonlé a helyzet Cantor elméletével is: sikere és axiomatikus valtozatanak
kidolgozasa sem teszi érvénytelenné a vele kapcsolatos prematematikai fonntartasokat. Es
enne kapcsan nem alkalmazhatd a zsenidlis, de a korral haladni nem képes tuddsokra
vonatkoz6 mitologia sem: egyrészt azért nem, mert pl. az elméletet ellenzé Henri Poincaré
legalabb annyira volt XX. szdzadi modern gondolkodd, mint XIX. szdzadi tudds. Masrészt
azért sem, mert miutdn Cantor elmélete végiil betort a matematikaba, és oly nagy tuddsok
valtak hivévé, mint David Hilbert, immdaron fiatal, tehetséges, ,,forradalmi” gondolkodasu
matematikusok szegiiltek szembe vele, és Iéptek fol egy 1j, nem cantorianus, a végtelen
fogalmat mell6z6 matematika kidolgozasaért. E fiatal matematikusok, igy Brouwer és Weyl
szemében pedig mar éppen a cantori elmélethez vald ragaszkodds tlnt elavultnak,
régimodinak. De megemlithetjiik még azt is, hogy a konstruktiv matematikanak a matematikai
végtelent szintén elutasitd programja — amelynek egyik képviseldje a szintén kivalo
matematikus, Markov volt — ma is ¢l és tudoményosan elismert. A cantori matematikai
végtelen kritikaja tehat kivalo matematikusoktol fakadt, s mint ilyen, ma is 1étez6 matematikai
iranyzat, amelyet az 1920-as években ifju, tehetséges, a matematika megujitasan lelkesen
dolgozo tudosok képviseltek. Wittgensteint pedig a mar emlitett Brouwer inspriralta a cantori
elmélet kritikdjara, azaz e kritika nem a filoz6fusok, hanem famatematikusok feldl érkezett.
Nem Wittgenstein formalta Brouwer nézeteit, hanem az utobbi mint matematikus gyakorolt
jelentds hatast Wittgenstein filozofidjara. Persze Wittgenstein nem valt Brouwer mechanikus
kovetdjéve: az utdbbi csak az inspiraciot €s az alapidedkat nyujtotta szamara, amelyeket 0
azutan tovabbgondolt, atformalt, elmélyitett, és késoi filozofidjanak szuverén részEéve tett.

A végtelen kicsivel kapcsolatos fonntartdsok kapcsan mar hasznaltuk a
“prematematika” fogalmat. A cantori végtelen Wittgenstein-féle kritikdjanak megjelenik
ugyanakkor egy ezzel ellentétes mozzanata: az osztrak filozofus tobb alkalommal is
hangsulyozza, hogy a filozofiai kritikanak a matematikat érintetlentiil kell hagynia, e kritika
csupan arra iranyul, amiképpen a matematikéara tekintiink, amiként azt latjuk: foladata az,
hogy az eddigi hibas megvilagitas helyett mintegy 0j fényben tarja elénk e tudomanyt. Az igy
folfogott matematika-filozofiat posztmatematikainak nevezhetjiik: a targyat képezo
matematikai elmélet megalkotdsa utan, azt immar adottnak tekintve foglalkozik vele, elemzi
azt. Ennek megfeleléen a wittgensteini kritika nem a matematikéba hatol be, hanem csupan
azokat a konstrukciokat elemzi, amelyekre Cantor a mennyiségi végtelen kiilonb6zo
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fokozatainak megragadasaként tekint, és Cantorral szemben amellett érvel, hogy itt nem
jelennek meg mennyiségi végtelenek: az, amit Cantor annak vél, valgjaban nem mennyiségi
meghatarozas, hanem csupan véges konstrukciok tulajdonsaga. Ezzel egyiitt kritikdjanak
radikalis volta és néhany megjegyzése alapjan olykor mégiscsak ugy tiinik, mintha
elemzéseinek a posztmatematikai mellett prematematikai — azaz a matematika
megvaltoztatasara iranyuld — értelmet is tulajdonitana. Ezen a kovetkezetlenségen azonban
nem kell csodalkoznunk, hiszen matematikai nézeteit sohasem formalta egéssz¢é: azokat
hosszu évek alatt megfogalmazodott toredékes feljegyzései tartalmazzak. S e kettOséget
értelmezhetjiik Ggy is, hogy ha maga Wittgenstein nem is akart a matematikahoz hozzanyulni,
kritikdjanak egyik célja talan mégis az volt, hogy a matematikusokat a cantori matematika

lecserélésére 0sztonodzze.

7. A cantori transzfinit fogalmanak kritikai értelmezése Wittgenstein matematikafilozofiai

Jjegyzeteiben

A végtelen kapcsan hangstlyozando elsé wittgensteini gondolat szerint a végtelennek (pl.
egy végtelen fasornak) — fogalmabol kovetkezbleg — nincs vége, '® azaz ,.a vég nélkiiliségben

9519

éppen a veég nélkiiliseg a veégtelen Filozofiailag ,,egzaktabb” megfogalmazasban:

LHertelmetlen a végtelen szamsorozat egészérdl beszélni”,” mivel a ,veégtelen totalitas”
fogalma ellentmondashoz vezet.?' (Csak zardjelben jegyezziik meg, hogy itt az osztrak
filozofus nem foltétleniil logikai ellenmondésra gondol. igy a tényszertien egyébként sem
végtelen cantori konstrukciok logikai ellentmondédsmentessége nem lehet ellenérv vele

szemben.)

E gondolat olvashatd csupan posztmatematikai megallapitasként is: nem azt allitja,

hogy eleve hibasak azok a matematikai konstrukciok, amelyeket Cantor és kovetdi a

®Wittgenstein: Philosophische Bemerkungen (PhB) XII/123 (Wittgenstein 1964: 146.), illetve ub:
Philosophische Grammatik (PhG) Teil VII/39. 16. bekezdés (Wittgenstein 1984: 455.)

19 PhB X11/145. utols6 mondata (1964: 167.)
2 PhB XI1/144. els6 bekezdése (i.m.: 164.)
2l PhB XI1/145. negyedik bekezdés (i.m.: 166.)
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mennyiségi végtelen megragadasanak tekintenek: csupan arra mutat ra, hogy tényszertien itt
nem mennyiségi végtelenekrdl van sz, hanem végesek vég nélkiili folytathatésagrol, mint
tulajdonsagrol. S ha nem tételezziik {61, vagy nem hisziink abban, hogy Isten vagy valamely
istenség elméjében, illetve egy platoni harmadik vilagban ténylegesen létezik a végtelen sok
természetes szam, azaz ha nem épitkeziink matematikan kiviili foltételezésekre és/vagy
hitbeli tételekre, e wittgensteini biralatot el kell fogadnunk. Hiszen ekkor példaul a
természetes szdmok esetében csak annyit allithatunk, hogy azok a természetes szamok
léteznek tényszeriien, amelyeket eddig az emberiség és eszkdzei (pl. a szamitogépek) mar
megkonstrualtak, és ezek halmazanak elemszama sziikségképpen véges, tovabba hogy ezen
felil matematikai elméleteinkben jelen van a megszamlalhatéan végtelen sok természetes
szam logikailag ellentmonddsmentes elméleti fogalma (mely utobbibol — mint lattuk —
egyaltalaban nem kovetezik, hogy akdrcsak elménkben valdban létezne ez a végtelen sok
természetes szam).

Am ha ez igy van, akkor ez utdbbi, a végtelen sok természetes szam fogalma hibas,
’lyukra fut¢” fogalom volna? Wittgenstein valasza erre a kérdésre az, hogy téves, de nem
tires fogalomr6l van itt sz6: van matematikai vonatkozdsa, &m ez nem a mennyiségi
értelemben vett végtelen, hanem a vég nélkiili tovabbfolytathatosag mint tulajdonsag. Igy
példaul a természetes szamok képzési szabalya véges szabaly, melyet egy véges lény is
alkalmazni képes, de végtelen tulajdonsagu abban az értelemben, hogy vég nélkiil folytathato.
Ugyanigy, ennek nyoman a természetes szamok barmely nagy, de mindig kikeriilhetetleniil
véges elemszamu halmaza is a vég nélkiiliség tulajdonsdgaval rendelkezik, amennyiben 1jabb
€s ujabb természetes szamokkal bovithetd. Ennek megfeleloen Wittgenstein szerint a
természetes szamok esetében a végtelenség mint ,,vég nélkiilis€g”, mint lezarulatlansag vagy
nyitottsag, tényszerlien két mozzanatra vonatkozik: a természetes szdmok képzési szabalyara,
¢s a természetes szamok barmely nagy, de mindig véges halmazara vagy sorozatdra. Nem
végtelen mennyiségekrdl van itt szo, hanem egyrészt egy véges képzési szabaly vég nélkiili
alkalmazhatdsagarol, hiszen az a szabaly, mely szerint, ha n természetes szam, akkor mindig
képezheté a n+1 természetes szam, véges szabaly, masrészt a természetes szamok véges
elemszamu halmazainak és sorozatainak azon tulajdonagarol, hogy mindig, azaz ,,vég nélkil”
bovithetéek. Ez a tulajdonsag valdséasos, azaz aktualis: benniik aktualis végtelenrdl van szo,
de nem mennyiségi végtelenrdl, hanem ,,vég nélkiiliség”-rol, ,,lezaratlansag”-rol, ,,nyitottsag”-

rol mint tulajdonsagrol.
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Bar utobbi példankban csak a természetes szamok szerepelnek, a wittgensteini kritika
természetesen vonatkozik minden olyan konstrukciora, amelyekhez a cantori matematika a
mennyiségi végtelen képzetét tarsitja. gy tisztin matematikai rétegét tekintve Wittgenstein
nyoman beldthatd, hogy Cantor matematikdja valdjdban nem az aktudlis mennyiségi
végtelennel, hanem csak a vég nélkiiliség kiillonbozo fajaival foglalkozik. A hiba nem
magaban a matematikdban, hanem annak értelmezésben keresendd: a mennyiségi végtelen
tekintetében sulyos fogalomtévesztésnek aldozatai vagyunk, s e tévedés nemcsak egyszertien
abban all, hogy egy fogalmat 6sszekeveriink egy masik fogalommal (pl. a feketét a fehérrel),
hanem egyuttal kategoria- vagy tipustévesztés (modern szamitastechnikai kifejezésével ,,type
mismatch”) is. Mintha azt mondanank, hogy zold szint hallunk, vagy terc hangkdzt
szagolunk. Mert amikor ,,végtelen” nagyrdl vagy ,,végtelen sok” szdmrdl beszéliink, akkor a
»veégtelen”-t, amely nem mast jelent mint ,,vég”-telent, azaz ,,vég nélkiiliség”’-et, ugyantigy
mennyiségi kategoriaként, mennyiségi tipust jelzoként hasznaljuk, mintha mondjuk egy két
méter nagy farol, vagy egy szdzezer lakosu varosrol beszélnénk. A mindennapi gondolkodas
¢s Cantor matematikdja ennek ellenére mennyiségi jelzoként kezeli e fogalmat, ¢és
Wittgenstein kritikajanak lényege az, hogy ha ezt elkovetjiik, kategoriatévesztés miatt
értelmetlen képzetek rabjava valunk.

Wittgenstein fasor-érve egyénként akkor is érvényes, ha a platonista folfogas
kovetjiik: attol ugyanis, ha a természetes szamokat mind létezonek tekintjiik egy elménk
kiviili vilagban, azok sorozata még nem valik lezarttad, nem lesz e sorozatnak ,,vége”. fgy
tovabbra sem juthatunk el annak a végére, hasonléan ahhoz, mint a végtelen fasornak sem
juthatnank még akkor sem a végére — még végtelen sebességgel sem — ha az 1étezne valahol.
Hiszen ami nincs, oda végtelen sebességgel sem lehet eljutni. Ezért a végtelen halmazok
elemeinek jol meghatarozott végtelen mennyiségként adodo szdmossagat a platoni értelmezés
sem biztositja dnmagaban. Ehhez nem elég kiilon-kiilon tételezniink a halmaz valamennyi
lehetséges elemeinek 1étezését Isten elmeéjében vagy egy harmadik vilagban, hanem azt is fol
kell tenniink, hogy ezen elmében vagy harmadik vilagban valamily, esziink altal
folfoghatatlan értelemben mégiscsak a végére juthatunk, lezarhatjuk a végtelen sok
elemsokasagat — ha masképp nem, azok Gsszességbe foglalas révén.. Amikor a természetes
vagy a valos szamok Osszességére jol meghatarozott halmazként tekintiink, valojaban éppen
ezt az Osszességbe foglalas miveletét kovetjiik: nem csupan a természetes szamokra, hanem

azok Osszességbe foglalasara is platonista moédon gondolunk.
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A mdsodik itt targyalando wittgensteini gondolat a szamsorok végére tett ,,és igy
tovabb”, illetve az azt helyettesitdé pontok jelentésére vonatkozik. Ezeket a pontokat
szokasosan roviditésként értelmezziik: a szdmok végtelen sorozatdban szerepld ki nem irt
elemek roviditéseként. Csakhogy, hivja f6l a figyelmet Wittgenstein, e pontok valdjadban nem
ezt jelentik, hanem csak azt, hogy barmily nagy szdmmal is végzddik sorozatunk, azt
tovabbfolytathatjuk. Mégpedig nem azért, mert azon tul ott vannak ¢€s ,,valamiféle gigantikus
kiterjedés”-ként™ a végtelenbe nytlnak a sorozat tovabbi tagjai, hanem mert a sorozatot egy
soha le nem zaruld képzési szaballyal képezziik. A pontok igy arra utalnak, hogy a sorozat
barmilyen ,,tavoli” eleméhez is jutottunk el, erre is alkalmazhatjuk a képzési szabélyt.23

Ez a wittgensteini allitas tulajdonképpen az el6zo allitast ismétli meg, de most nem a
végtelenség matematikai fogalma, hanem a matematikai jelolésmod tekintetében: arra
vonatkozik, hogy bar e pontok tényszerien a vég nélkiili tovabbfolytathatosagra utalnak,
azokat hajlamosak vagyunk tévesen mennyiségi jelként értelmezni, és e hajlam nyoman
tévesen a Wittgenstein szerint tényszertien nem l1étezé végtelen sok természetes szam
potlasaként tekinteni rajuk. Igy mig az 1,23 ... n
............................ jelolési moédban a 3 és az n kozotti pontok Wittgenstein szerint is
valoban szamokat helyettesitenek, mégpedig a 3 és a n véges természetes szamok kozotti
véges elemil szamhalmaz rendezett elemeit, ami értelmes jelolés, addig hibat kovetiink el, ha
az n utani pontokat ugyanigy értelmezziik: itt e pontok mar nem kiterjedésre, nem halmazra,
hanem tulajdonosagra: a vég nélkiili folytathatosagra utalnak. Arra, hogy folytatdlagosan, vég
nélkiil ujabb és ujabb szamokat alkothatunk.

Folvetodik a fontiek jegyében az a kérdés, hogy mi a helyzet az irracionalis szamokkal
¢s a kontinuum-végtelennel? Ez a kérdés joval bonyolultabb, mint a természetes szamok
kérdése, de itt is belathatd, hogy tényszeriien (tehat valamennyi elvben lehetséges valos szam
elménken kiviili 1étezésének foltevése nélkiil) a valos szamok kontinuum-végtelensége sem
mennyiségi meghatarozas, hanem vég nélkiili képezhetdségiik tulajdonsaga. Wittgenstein
elemzés ala veszi a jol ismert dtlos eljarast, s arra a kovetkeztetésre jut, hogy ez az eljaras
csupan azt bizonyithatja, hogy a valds szamok jellegiikben kiilonboznek a kardinalis

szamoktol, azaz a szamossagoktol, de azt nem, hogy mennyiségileg ,,tobben” volnanak.** Bar

22 Wittgenstein: Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik (BGM) V-19 (Wittgenstein 1974: 278-279)
V6. pl: BGM V-19 (1974: 278-279), PhG Teil II. /10. (Wittgenstein 1984: 280-288)
#V.6.: BGM II 1-23, killsnosen IT 22.(1974 125-132)
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ezen alltas, mely a harmadik altalunk itt targyalasra keriilé wittgensteini gondolat, a
kardinalis szamokra vonatkozik, az érvényes a természetes szamok és a valos szamok
viszonyara is. Wittgenstein szerint tehat az atlos modszerrel azt mutathatjuk meg, hogy a
kardinélis szamok ¢és a valds szamok (illetve a természetes szamok és a valds szamok)
jellegiikben alapvetden kiilonb6zé fogalmak. Viszont — folytatédik elemzése — a cantori
szoOhasznalat ezt e jellegbeli kiilonbséget terjedelmi kiilonbséggé torzitja, (azaz elébb
hasznalt kifejezésiinkkel itt egy ujabb ,,type mismatch”, azaz kategériahiba keletkezik), amit 6
azutan ,,hokusz-pokusz”’-nak (,,Hokus—Pokus”)zsmin('Ssit, s azt, hogy ez megtorténhet, a kor
betegségeként jellemzi.26

Ez a Wittgenstein altal ,,hokusz-pokusz’’-nak nevezett eljaras, azaz az a mod, ahogy az
atlos eljarast mennyiségi kiilonbség demonstralasara hasznaljadk, ma a matematikusok
tobbsége szamara problémamentesként jelenik meg, ami persze értheté: mint mar jeleztiik,
mind a matematikai végtelen cantori fogalma, mind pedig az annak alapjaul szolgal6 cantori
halmazelmélet technikailag oly hatékonynak bizonyult a matematikaban, és oly forradalmian
ujitotta meg annak szemléletét, hogy ez minden tovabbi vizsgalodast elnémitott. Hilbert
kifejezé hasonlatat folhaszndlva, Cantor olyan ,,paradicsom”-ot teremtett a matematikusok
szamara, amellyel nem csupan karpotolta a matematikus észt a bibliai paradicsom
elvesztéséért cserébe, hanem amely technikai értelemben elképzelhetetleniil hatékonynak
bizonyult a matematika szinte valamennyi teriiletén, és ez az élmény sokak szamara elzarja az
utat a cantori koncepcid alapjaira irdnyul6 filozoéfiai reflexiod elél. Ugyanakkor lattuk azt is,
hogy a cantori végtelen wittgensteini birdlata nem valami kiils6-idegen, a filozofusok altal a
matematikara ra oktrojalni kivant kritika, hanem a matematika mivelésének szabalyaival,
elvarasaival van Osszefliggésben, s elsdssorban matematikusoktdl ered. Amit az osztrak
filoz6fus csindl, az ugyan radikélis, és a sajat (metafizikaellenes és ennek részeként
antiplatonista) filozofiajanak kontextusaba illeszkedik, am kiilonb6zd — részben az Ovéhez
hasonlo, részben mas — megfontolasokbol olyan kivalé matematikusok is szkepszist fejeztek
ki, és folléptek a cantori végtelennel szemben, mint Kronecker, Poincaré, Brouwer, Weyl,

Markov, stb.

2 BGM 11-22. utols6 mondat. (1974 :132.)
2 BGM 11-23.(1974: 132)
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Mint mar emlitettiilk, az, hogy Wittgenstein ezen elemzései mennyiben csupan a
matematikat valtozatlanul hagyd posztmatematikai értelmezések, ¢és fogalomkorrekciok, és
mennyiben iranyulnak a matematika reformjara, nem egyértelmii. Kritikaja radikalizmusa és
néhdny megjegyzése alapjan gy tiinik, hogy 6 maga nemcsak a végtelen platonista-
mennyiségi értelmezései ellenlép fol, hanem az ilyen értelmezésre csabitd, vagy azt
egyaltalaban lehetové tévo cantori matematika ellen is, és vele szemben egy olyan
matematikat tartana kivanatosnak, mely a mennyiségi végtelen platonista értelmezését eleve
kizarja. A tovabbiak szempontjabol azonban ennek szamunkra nincs jelentdsége. Ami fontos
az az, hogy elemzésében a lezart, meghatarozott mennyiséggel rendelkezd végtelen elemii
halmazok fogalmat értelem nélkiilinek tekinti, és arra mutat ra, hogy a matematika cantori
végtelenjei valgjaban nem mennyiségi meghatarozasok, hanem mint ,,vég nélkiiliség”, ,,vég
nélkiil tovabbfojtathatosag, mint ,lezaratlansdg” vagy ,,nyitottsag”, végesek tulajdonsagai. Ez
a nyitottsag mint mindség pedig (szemben a mennyiségi végtelen Wittgenstein altal tévesnek
tartott képzetével) mindig itt €s most, aktudlisan, a végesben, a véges emberi elméletek véges

képzeteiben van jelen.

8. A matematikai ,,végtelen” valodi paradoxona: a faktikusan véges matematikai konstrukciok

és a platonista végtelen intuitiv képzetenek konfliktusa

A matematikai végtelen ugynevezett ,,paradoxonai”’-nak bdséges irodalma van. Ilyen
kedvelt, sokat hivatkozott allitolagos paradoxon példaul az az emlitett cantoridnus allitas,
mely szerint ugyanannyi paros egész szam létezik, mint ahany paros és paratlan egész szam
egylittvéve, s amely kapcsan ramutattunk arra a fogalmi csusztatasra, amelyen ez a tétel
alapul. A szoban forgd irodalom persze vitathatatlan adottsagnak tekinti e cantori tételt, s
nem veszi észre, hogy nem mas, mint a szigorian matematikai értelemben vett tétel téves, a
vég nélkiiliség fogalmat a mennyiségi végtelenbe atcsusztatd, ezaltal a természetes €s a paros
természetes szamok nyitott halmazat lezart halmazként kezeld atértelmezése. Ennek
megfelelden a kérdésre, hogy miképpen lehet egy mennyiség fele azonos az eredetivel, azt
valaszolja, hogy a végtelen mas mint a véges; a végtelennek (s igy a végtelen sok egész szam
»végtelen”-jének) természete eltér a végesétdl: a végtelen a véges kapcsan megszokott
képzeteinkkel Osszevetve paradox természetli, és a természetes szamok, illetve a paros
természetes szamok Osszességének azonos szdmossaga, amely annak ellenére fonnall, hogy az
utobbit az elézo ,,megfelezésével” kapjuk, e paradox természet megjelenése. A matematikai
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végtelen e szokvanyos megkozelitésének népszeri kifejtését 1asd pl. Péter Rozsa élvezetes és
kozérthetd stilusban megirt Jatek a végtelennel cimi konyvében. (Pl.: 9. kiadas, Budapest:
Typotex 2010.)

Marmost lattuk, hogy minden hitbeli, filozofiai illetve matematikan kiviili hipotetikus
kiegészités nélkiil, mely szerint valamilyen modon létezik az Osszes természetesen szam.
Wittgenstein érveinek ismeretében csak annyit allithatunk, hogy a ténylegesen adott
természetes szamok szdma véges, €és amit azok mennyiségi végtelenségének szokas nevezni,
az valdjaban tulajdonsag:. a nyitottsag, a lezaratlansag, a vég nélkiil folytathatdsag
tulajdonsaga. Lattuk azt is, hogy tényszerlien, az emberi vildgban, az emberi elméletek
rendszerében — igy a matematikdban — megalkothatjuk ugyan a természetes szamok
mennyiségileg végtelen sok elemet tartalmaz6 halmazénak a fogalmat, s az a matematikan
beliil lehet formallogikai értelemben ellentmonddsmentes, &m ebbdl nem kovetkezik még,
hogy akar az ember vilagaban, akar mashol ténylegesen létezne ilyen halmaz az altala
tartalmazott végtelen sok természetes szdmmal, mint amiképpen az sem, hogy a fizikai
vilagban létezne az e halmaz feltétezett mennyiségi végtelenségének megfeleld fizikai
végtelenség — példaul végtelen sok elemi részecske. S mivel ugyanez elmondhaté az
irracionalis szamok halmazarol, és a cantori végtelen minden formajardl, nehezen vitathato,
hogy Witttgensteinnek tényszertien, a tulajdonképpeni, a matematikain kiviili allitasokkal ki
nem egészitett matematika tekintetében igaza van.

De Wittgenstein ahhoz is megadja a kulcsot, miképpen korrigdlhaté a cantori
matematika fogalomhaszndlata uUgy, hogy magdhoz a matematikdhoz ne kelljen
hozzanytlnunk. Igy ha — immar nem &t kovetve, hanem csupan gondolatait alkalmazva — a
végtelen szamossaghh halmazok helyett bevezetnénk az ,alef tulajdonsagu halmazok”
szobhasznalatot, amely a végtelen szdmossag kifejezéssel, mint mennyiségi terminoldgiaval
szemben a vég nélkiili tovabbfolytathatosagra, a lezaratlansdgra, a hatartalansagra, a
nyitottsagra, mint tulajdonsagra utal, kikerlilhetové valhatnanak a félrevezeto
megfogalmazasok. Igy nyilvanvalova valhatna hogy amig a 25 almat tartalmazd kosar
almahalmazanak szdmossaga egy lezart sokasag mennyiségi meghatarozasa, addig ezzel a
szemben a természetes szamok halmazat nem illeti meg mennyiségi meghatarozas, csak az
alef tulajdonsag, mint vég nélkiiliség, mint vég nélkiil tovabbfolytathatdosag. A végtelen
(,,transzfintit”) szdmossagok sorozata helyett pedig az alef tulajdonsagii halmazokon beliil
alef-0, alef-1 (kontinuum). alef-2 ....... alef-i ........ tulajdonsagu halmazokrol lehetne
besz¢élni, mig mas Osszefliggésekben a végtelen Osszegzés, a végtelen Osszeg stb. helyett
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kizarolagosan az egyébként is hasznalt hataratmenet és hatarérték fogalma maradna
hasznalatban, anélkiil az egyébként matematikailag teljesen sziikségtelen foltevés nélkiil,
hogy a sorozat vagy az Osszeg a végtelenben elérhetné hatarértékét (mintha a végtelennek
mégiscsak ,,vége” lenne, és ott allna e ,,vég’-nél a hatarérték). Az igy korrigalt cantori
nyelvezetben persze mar nem lehetne megfogalmazni a ,,matematikai végtelen” szenzacios
paradoxonjait. Am megvolna az az elénye, hogy a tulajdonképpeni matematikét érintetleniil
hagyva levdlasztanda azt platonista értelmezésérdl, és a cantori elméletet filozofiai értelemben
tiszta, filozofiailag semleges matematikaként jelenitené meg, meghagyva igy e lehetdséget a
kiilonbozd filozofiai (igy akar a wittgensteinidnus, akdr a platonista vagy mas) értelmezés
szdmara.

S itt van az a pont ahol a wittgensteini elemzés tényszeri igazsdgdanak elismerése
ellenére a jelen irdas élesen elkanyarodik a wittgensteini allasponttol. Mert Wittgenstein
annak megmutatasan tul, hogy a cantori matematikaban val6jaban nincs jelen a mennyiségi
végtelen, csak a hatartalansag, a ,,vég nélkiiliség”, egyuttal — immar nem a matematikara,
hanem a filozofidra irdnyulva — metafizikaellenes bedllitodasanak kovetkeztében a
matematika platonista filozofiai értelmezését is tarthatatlannak itéli, mint amely a nyelv altali
megbabonazottsag kovetkezménye, s amelytol ezért a filozofianak meg kell tisztitania az
emberi gondolkodast.

Wittgenstein ezen radikdlisan antimetafizikai, antiplatonista filozdfiai bedllitoddsa
kapcsan azonban ohatatlanul folvetodik a nyugtalanito kérdés: Mi lehet az oka annak, hogy
a nyelvnek ily elvarazsold ereje van? Mi teszi lehetévé ezt az elvardzsolast, mely annak
ellenére, hogy a matematikaban a végtelen tényszertien valoban csak mint vég nélkiiliség,
mint hatartalansag van jelen, mégis a mennyiségi végtelen felé 6sztonzi annak értelmezését?
Mely a vég nélkiiliséget, a lezaratlansagot mint tulajdonsagot tévesen lezart mennyiségként
jeleniti meg? Csupan a nyelv altali megbabonézottsdg volna az oka annak, hogy az 1,2,3
.......... n.......... jelolési modra tekintve, ahol az ,n” utani pontok Onmagukban,
tényszertien csak a tovabbfolytathatosagot jelentik, mégis egyfajta ,,gigantikus™ kiterjedés,
»gigantikus” mennyiségli elemet tartalmazd Osszesség képzete i1dézddik fol benniink?
Wittgenstein e kérdéseket nem fogalmazza meg, pedig alapvetd jelentoségliek, hiszen a
mennyiségi végtelen képzete erésebben kisért mind a matematikdban mind a mindennapi
¢letben annal, hogysem e képzeteket csupan nyelvi hiba kovetkezményeinek tekinthetnénk.
Az osztrak filozofus szamara a nyelv e félrevezetd, megbabonazd ereje a végsd faktum,
melyre mindent vissza kell vezetni, és a tovabbi kérdezés tilos, mert az ilyen tovabbi kérdezés

25



szintén a nyelv altali megbabonazottsag allapotanak kovetkezménye és tiinete. De el kell e
foltétlentil fogadnunk Wittgenstein eddig bemutatott meggydz6 erejli, tényszerii allitdsainak
elfogaddsaval egyiitt ezt az allitast is, hiszen az immar nem tényszeri kijelentés, hanem
filozofiai allaspont, filozoéfiai interpretacio kifejezése?

Masképpen megfogalmazva, és kifejezetten a matematikdra gondolva: meggydzhetnek
ugyan benniinket Wittgenstein mélyre 1ato elemzései, és igazat kell adnunk neki abban. hogy
a matematikaban tényszerlien nincs mennyiségi végtelenség csak ,,vég”’-telenség, azaz ,,vég
nélkiili” tovabbfolytathatosdg, am ennek ellenére a cantori matematikat miivelve személyes
tapasztalatként tobbnyire mégiscsak folidézédik a szemléletben, az intuitiv fantdzidban a
végtelen valamiféle, racionalisan megragadhatatlan, sejtelmes-homalyos képzete:
elkertilhetetleniil ugy érezziik, mintha a véges szimbolumokon keresztiil mégiscsak valamiféle
— bar képszertien megjelenithetetlen, fogalmailag megragadhatatlan — végtelenekkel
szembesiilnénk.

Miképpen kapcsolodhatnak és tényszeriien miképpen kapcsolodnak a cantori — bar
végtelennek mindsitett, de valdojaban véges, csupin vég nélkiili — konstrukciokhoz,
fogalmakhoz és az azokat leiro szimbolumokhoz, definiciokhoz és eljardsokhoz a
mennyiségi végtelen ezen intuitiv képzetei? Miért idézi fel a vég nélkiiliség szemléletiikben a
végtelen mennyiség egyfajta, bar kétségen kiviil megjelenithetetlen, elképzelhetetlen, és
fogalmi ellentmondédsok nélkiill megragadhatatlan képzetét? Ez e kérdésekben megjelend
fesziiltség az, amit — szemben a matematika platonista olvasatan alapuld, s a popularis
irodalomban nagy eldszeretettel targyalt végtelen-paradoxonokkal — a matematikai végtelen
valédi paradoxonanak neveztiink. S itt nem csupan kiilsodleges kapcsolatrol van szo: nem
egyik oldalr6l a matematikai szimbolumoknak, valamint a vég nélkiiliségnek, a
hatartalansdgnak mint tulajdonsagnak, masik oldalrol a végtelennel kapcsolatos metafizikai
nézeteinknek esetleges, véletlenszerli 6sszetalalkozasarol. Nehéz ugyanis elképzelni, hogy a
cantori matematika megsziilethetett volna a végtelen egyfajta intuitiv képzete, illetve ezen
intuitiv képzet iranyito-szabdlyozo miikodése nélkiil. A kész cantori matematika e képzet
nélkiil is jol mikodik, am mégiscsak ugy érezziik, hogy e végtelenképzetek motivaljak és
iranyitjak a vele valo foglalkozast. Igaz, Wittgenstein ezt az utobbi problémat elintézi azzal,
hogy a nyelv ,.elvarazsol”, ,,megbabonaz” benniinket, és ezért terapiara van sziikségiink. De
éppen ez az a pontja filozofidjanak, mely erds kétségeket ébreszt, és elvezet ahhoz, amit az

elobb mint a ,,matematikai végtelen igazi paradoxond”-t jeloltiik meg.
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iii)

Az eddigieket 6sszefoglalva tehat

Wittgensteinnek tényszeriien igaza van abban, hogy a cantori matematikdban magaban nincs
valdsagos mennyiségi végtelen, €s az dnmagaban tekintve csupén a ,,vég nélkiiliség”-rdl, mint
hatéartalanrdl, lezaratlansagrol, nyitottsagrol szol, melyek nem mennyiségi, hanem véges

konstrukciok tulajdonséagat leird ,,tulajdonsag”-kategoriak.

Az osztrak filozofusnak tényszerlien igaza van abban is, hogy ezen tulajdonsdgot leiro

kategoridk nyelvhasznalati hiba miatt fordulnak 4t mennyiségi kategoriakba.

Az viszont mar nem tényszerti allitds, hanem filozofiai értelmezés, hogy a nyelvhasznalati
hiba és annak forrdsa, a nyelv elvardzsold ereje, olyan végsd tényt képez, melyen nem
Iéphetiink anélkiil tovabb, hogy ne kovetnénk el ujbdol nyelvhasznalati hibat. Ezzel az
allitassal szembeszegezhetd az az allaspont, mely szerint e nyelvhasznalati hiba elsddlegesen
nem a nyelv természetébdl fakad, hanem a végtelen vagy az abszolutom minden nyelviséget
megeldz6, miden nyelviségnél eredendébb, fogalmilag megragadhatatlan intuitiv képzete,
mint els6dleges faktor, 6sztonzi e nyelvhasznalati hibat. Wittgenstein persze elutasitana ezt az
allitast, és a végtelen ezen intuitiv képzetét is a nyelv altali elvarazsoltsagra vezetné vissza.
Am az ellentétes elképzelés, mely szerint a végtelen ezen benniink 16v6, és a matematika
miivelése sordn mennyiségi végtelenként megjelend intuitiv képzete elsddleges a nyelvhez
képest, azt megel6z6, attdol fliggetlen fenomén, legalabb annyira értelmes, racionalis

koncepcio, mint az eredeti, wittgensteini allitas.

Az eddigiekbdl az is kideriil, hogy a matematikai végtelen most jellemzett ,valodi”
paradoxondt nem lehet pusztan raciondlisan folismerni: csak élményként megélve

szembesiilhetiink vele. Ennek oka pedig a kovetkezo:

1) Egyik oldalrol e paradoxon észleléséhez sziikség van a matematikai végtelennel
kapcsolatos intuiciora, amely mindig egyes szamu, elsé személyii, a maga eredetiségében
kozvetithetetlen, nem raciondlis élmény, valamint arra, hogy az elnyomdsdra iranyulo

torekvés helyett tudatosan szembesiiljiink ezzel az élménnyel..
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b)

i1) Masik oldalrél e paradoxon észlelésének foltétele annak folismerésére is, hogy a faktikus,
tényszerii matematikaban csak véges definiciokkal, axiomdkkal van dolgunk, s bdr a
wvégtelenek matematikaja”- ban a képzési szabalyok és miiveletek vég nélkiil folytathatoak,
tényszeriien mindig csak véges lépés hajthato végre beloliik. (Mint példaul a szamolas
miveletében, mely ugyan vég nélkiil folytathato, de pontosan ezért sohasem juthatunk el a

,,Vege’-re).

Azok szdmara, akiknek nincs meg az i)-ben jelzett intuitiv élmény, vagy ugyan megvan, de
platonista modon ugy véli, hogy a matematikaban ettdl fiiggetleniil is egzakt, jol megragadott
modon jelen van az aktualis végtelen, ez a paradoxon nyilvan nem 1ép f6l, hanem helyette a
popularis irodalomban nagy kedvteléssel targyalt végtelenségparadoxonok jelennek meg

»igaziakként”.

Ami Wittgensteint illeti, esetében csak tlinddhetiink, hogy

megvolt-e benne vajon az i)-ben jelzett élmény, csak éppen mint karos, félrevezeto,

irracionalis vizioval, elkeseredetten kiizdott ellene, meg akarta azt semmisiteni;

nemcsak megvolt benne, hanem el is fogadta, de olyan nyelvileg meg nem kozelithetd
tényezOnek tekintette, mely a nyelvre nem képes hatast gyakorolni, és amelynek minden

nyelvi megjelenése félrevezetd €s eltavolitandd hiba;

egyaltalaban nem is rendelkezett ezzel az élménnyel.

Barmelyik eset is allt fonn nala, az 6 szamara az eldbbiekben altalunk ,,valodi”-ként leirt
végtelenség-paradoxon nem létezett, és a jelen irasban torténd fovetését minden bizonnyal
olyan beszédmoddnak mindsitené, ami éppen a nyelv elvardzsold erejére szolgal elrettentd

példaval.
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9. A fenomenologiai metafizikai Tengelyi Laszlo-féle programja és a cantori végtelen

koncepcioja

Tengelyi Laszl6 Cantor-elemzése az altala megfogalmazott, ,,ontoteoldgia nélkiili”
(azaz Isten, az abszolitom vagy mas transzcendens, vilagon folili tényezd 1étezésének
elmélete nélkiili) fenomenologiai metafizika programjanak részét képezi: egy ilyen metafizika
lehetséges végtelenségfogalmat veti 0Ossze a filozofia perspektivajabol a cantori
végtelenfogalommal, mint egy specidlis résztudomany, a matematika sajatos
végtelenfogalmaval. A ,végtelenség” kérdésének elemzése és fenomenoldgiai fogalmanak
el6készitése ezen program elsé 1épcsofokat (mintegy a program metafizikai iranyultsaganak
¢s alapkérdéseinek elsd folvazolasat) jelentette volna szamara, s ez az elsd 1épcséfok képezi
tulajdonképpeni targyat Tengelyi utolsé, ,,Vilag és végtelenség” cimii monografiajanak. *’
Tragikusan korai halala kovetkeztében azonban e monografia ma mint az életpalyat lezaré mi
all eldttlink.

Az emlitett monografia célja tehat, hogy megalapozza a vilag végtelensége
fenomenologiai fogalmanak kidolgozasat, melynek soran e végtelenségre mint valdsagos,
tehat aktudlis végtelenégre tekint. Nyilvanvalo, hogy amig ez a fogalom a fenomenologiai
metafizika egyik alapfogalmaként nem lehet azonos sem a hagyomanyos, a ,teremtett” vagy
véges téridobeli vilaggal szembedllitott abszolitummal, sem a téridobeli vilag extenziv
(iddbeli, térbeli és mennyiségi) végtelenségével, addig az éppen a kdzépkori ontoteologiak
aktualis végtelennek tekintett abszolutuma helyére keriilne: az annak elvetésével keletkezett
urt toltené be, immaron nem ontoteoldgiai, hanem a fenomenoldgiai metafizika
kulcsfogalmaként.

Tengelyi e torekvésében egyszerre jelenik meg szellemi habitusa és gondolkodoi
¢letpalydjanak szintézise. Programja egyik oldalrol a filozofus széles korli filozofiai
miveltségén, igy kiillondsen a kozépkori latin filozofiaban valo jartassagan alapul (ami a XX.
szazadi filoz6fia miiveldinek jelentds részérdl nem mondhato el). Masik oldalrol torekvését
athatja fogékonysaga a vilag ,,végs0” megértésére iranyuld filozofiak irant. Ez a két mozzanat
palyaja kezdetétdl jellemezte munkassagat: nem véletlen, hogy korai monografidjaban nagy
hangsulyt fektet e ,,végsd” megértés egyik kulcsproblémajat, a vilagban jelenlévd rossz

kérdésére, de altalaban e korai monografidnak a vilagrend €s az autonomia viszonyaval

Twu
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kapcsolatos vizsgalddasai is benséséges kapesolatban allnak e ,,végsé” megértéssel. 2 Az e
két oldallal jellemzett filozofiai torekvés pedig a husserli fenomenologiai filozofia iranti tobb
évtizedes elkotelezettséggel Osszefonodva e filozofiai irdnyzat kontextusaban fogalmazodik
meg konkrét filozofiai programként.

Természetesen egy ilyen nagyszabasu program keretében a mennyiségi — extenziv —
végtelen kérdése csak partikularis kérdésként szerepelhet, mely elsdsorban a filozofia és az
olyan résztudomanyok mezsgyéjén jelenik meg, mint a téridobeli vilag mennyiségi
aspektusait vizsgald fizika, vagy a mennyiségi végtelen elvont fogalmaival dolgoz6 cantori
matematika. S ha ezen utobbi végtelenfogalma Tengelyinél mégis a fenomenologiai elemzés
targyava valik, ennek két oka van: Egyrészt — mint mar ezt emlitettik — szemben a
mennyiségi végtelen addig altalanosan elterjedt arisztotelészi folfogasaval, az aktudlis
végtelennek nem ontoteologiai (tehat nem Isten vagy az abszolitum végtelenségének
értelmében vett) fogalma annak ellenére éppen Cantor matematikdja nyoman jelent meg Gjra
markansan az eurdpai gondolkodasban, hogy az utdbbi a teoplatonizmus és az ontoteoldgia
elkotelezettje volt. Mdsrészt — nyilvan a cantori végtelen elobb jelzett gondolkodastorténeti
szerepétdl is motivaltan — Tengelyit az érdekli, hogy a cantori matematikai végtelen miképpen
viszonyulhat az  altala  kidolgozni  szdndékozott  fenomenoldgiai  metafizika
végtelenfogalmahoz: mennyiben lehet annak mintaja, illetve mennyiben reprezentalhatja azt a
matematika mint specialis résztudomany teriiletén.

Ennek megfeleléen Tengelyi egyrészt méltatja a végtelen cantori matematikai elmélet
gondolkodastorténeti jelent0ségét, melyet abban lat, hogy az nem csupan a matematikan
beliil, hanem a filozofidban is hozzajarult az aktudlis végtelenrdl szolo diszkusszid
folelevenedéséhez. Ugyanakkor folteszi azt a kérdést, hogy vajon ezen til a mennyiségi
végtelen ezen Uj fogalma nyujthat még tjat a filozofia szamara?

Mint lattuk, az aktudlis mennyiségi végtelen korabbi — az arisztotelészi tradicid
nyoman tobbnyire elutasitott — fogalma a véges mértékekhez hasonld konkrét, minden végest
foliilrél lezard, de ezzel egylitt amorf, meghatarozatlan mértékre vagy mennyiségre utalt:
tipikusan ilyen az atomok ¢€s a vilagok végtelensége a gérog atomista kozmologidban, vagy a
vilagok végtelen sokasaga Giordano Bruno kozmologidjaban. Marmost az aktualis végtelen

ujboli tematizalasan tul Tengelyi éppen abban latja a cantori elmélet jelentOségét, hogy az

% Tengelyi korai monografiaja az ,,Autondmia és vilagrend” és a ,,Vilag és végtelenség”, mint a vilagra iranyuld
kozmikus monografiak, mintegy keretbe zarjak életmiivét, jelezve annak alapvetden a vilag és az emberi 1 ét
végso értelmére iranyulo, ebben az értelemben véve ,,kozmologiai” beallitddasat.
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aktualis mennyiségi végtelen e hagyomanyos, egyedi fogalmaval szemben a mennyiségi
végtelent strukturalja, és végtelen mennyiségek nyitott, le nem zéarhatd sorozatat allitja elénk.
Ennek kapcsan konkrétan az alef-0, alef-1, ........ alef-n, ........ transzfinit szamossagok
sorozatara gondol, és arra utal, hogy ezek f6lé — éppen a maximalis szamossag fogalmanak
Cantor altal folfedezett, a jelen tanulmanyban mar emlitett ellenmondasossaga miatt — nem
helyezhetd egy jabb, valamennyinél nagyobb szamossag.

Tengelyi igy a platonikus metafizika keretében adodo cantori képzeteket fogadja el
matematikaiként, azaz nem kiilonbozteti meg a tulajdonképpeni matematikat és annak
platonista metafizikai értelmezését, hanem ténynek tekinti, hogy a transzfinit mennyiségek
aktualis végtelen mennyiségi meghatarozasok. Az igy folfogott platonikus metafizikai
értelemben vett cantori elméletben pedig azért a végtelen mennyiségek tekintett végtelen
szamossagok végtelenbe szalado, le nem zarhat6 nyitott sorozata kelti f6l érdeklddését, mert
Husserlre hivatkozva a vilag végtelenségét egy fenomenologiai metafizikaban csak mint
nyitottsagot, mint lezarulatlansagot — tehat sem mint az abszolutum végtelenségét, sem mint
létezbk végtelen mennyiségi sokasdgdt — tartja elképzelhetének. igy eddig a pontig ugy
latszik, hogy az el6zéek nyoman pozitiv valasz adhaté a cantori végtelenfogalom és a
fenomenologiai metafizika viszonyara iranyuld kérdésre: mivel a cantori elmélet strukturalt, a
kisebb-nagyobb relacidba allithatd végtelen szamossagokkal a végtelen fokozatainak nyitott
sorozatat allitja elénk, ugy tlinik, hogy ez a végtelen mint mennyiségi-matematikai végtelen
egyrészt mintaul szolgdlhat a fenomenolodgiai metafizika végtelenfogalma szamara, mely a
végtelenséget mint nyitottsagot fogja fol, mdsrészt a matematika specialis teriiletén, a
mennyiségek vilagaban egyuttal reprezentalja is azt.

Csakhogy e ponton radikalis fordulat kovetkezik be Tengelyi elemzésében. Barmilyen
messzire is jut e tekintetben Cantor — allapitja meg—, elmélete mégsem alkalmas arra, hogy
segitségével illusztraljuk a vildg végtelenségét. A vilag fenomenolodgiai értelmében vett
végtelensége ugyanis azon tul, hogy nem a vilagban jelenlévé dolgok végtelen mennyiségét
jelenti, nem azonos e dolgok Osszességének lezaratlansdgaval sem. E nyitottsag a
tapasztalatnak, illetve a tapasztalatban adott dolgoknak nyitottsadgat jelenti: azt, hogy e dolgok
nem rendelkeznek egyfajta elére adott, rogzitett jelleggel, hanem mindig 0j tulajdonsagokat
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vehetnek fol.” A vilag végtelenségének adekvat fenomenologiai megragadasahoz ezért

szerinte nem elegendd a rogzitett elemekbdl folépiild végtelen szamossagsorozat nyitottsagat

P WU: 543-546
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¢és kimerithetetlenségét figyelembe venni, mivel a végtelenség fenomenologiai fogalmahoz
hozzatartozik az elemek folyamatosan valtozo-formalodo, a torténelem, a kultura és a
szellemi élet kontextusdban 0j és j mindségekkel és értelemmel folruhdzodo, a maga
teljességében mindig meghatarozatlan és ebben az értelemben dinamikus volta®® Ez a
Tengelyi altal hangsulyozott fenomenologiai nyitottsag azt jelenti, hogy a vilag elemei,
»dolgai” nem lezartak, hanem itt és most, aktualisan nyitottak, barmikor 0j aspektusban
jelenhetnek meg, azaz végtelenségiik, mint nyitottsag itt és most fonnall — tehat aktudlis.
Végiil pedig e nyitottsdg a mindennapi élet apré dolgaiban ugyantgy adva van, mint az olyan
¢letélményekben, mint az a megrazkodtatds, ami Tolsztoj katonatisztjét érte a bal utani
reggelen, vagy amiként szintén Tolsztoj Ivan Iljicse szamara a betegagyban a vilag és az ¢€let
egésze korabban szamara elképzelhetetleniil 1) tartalmat és mindséget kapott.

Mivel Tengelyi Cantort platonista értelmezésben olvassa, a cantori szdmossagokkal
jellemzett végtelen halmazok nem nyitott, hanem lezart egységekként, a végtelen
szamossagok pedig végtelenségiik ellenére ugyanigy a véges szdmossagokhoz hasonlo,
szintén lezart, hatdrozott mennyiségekként jelennek meg szdmara, azaz annak a fogalmi
csusztatdsnak aldozatava vaélik, amely a végtelen szdmossagu halmazok szdmossagat az
almaskosar 25 alméjanak szdmossagahoz hasonldan lezartnak, a véges szamossagokhoz
hasonl6 jelleglinek tartja. S bar a transfinti rendszamok ¢s a végtelen szdmossagok alef-1,
alef-2 ....... alef-n... sorozata ezen platonista olvasatban is nyitott sorozat, a sorozat elemei
ebben az immar nem matematikai, hanem metafizikai kontextusban mégiscsak zart
egységekként adodnak, ami éppen ellentétes a husserli végtelenségfogalommal, hiszen az —
mint lattuk —a vilag végtelenségét elsddlegesen elemeinek nyitottsagaként értelmezi. Ennek
megfeleléen Tengelyi nemcsak elutasitja azt, hogy a fenomenoldgiai metafizika a cantori
matematikahoz kapcsolodva, azt filozofiailag tovdbbgondolva alkossa meg a vildg
végtelenségének fenomenoldgiai fogalmat, hanem Cantort e szempontbdl negativ

ellenpéldanak tekinti, amellyel a filozo6fiai végtelenfogalmat mintegy szembesiteni kell.

O WU: 545-546
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10. A ,,nyitottsag” mint aktudlis ,,veg "-telenség husserli-tengelyi-féle fogalmarol

Bar a végtelenség eldbbi, fenomenologiai fogalma, mint a tapasztalati, vagy az
¢életvilagban élményszertien megélt 1étezok lezaratlan nyitottsaga, ,.képességiik” arra, hogy
mindig 0j és 0j aspektusban jelenjenek meg, egyértelmii fogalomnak tlinik, a végtelen
hagyomanyos, arisztotelidnus és/vagy platonista tendencidju képezte miatt mégis némi
megvilagitast igényel. Kisért ugyanis az a veszély, hogy e végtelent a 1étezdk altal a jelenben
nem hordozott, de barmely pillanatban altaluk folvehetd 0 értelmeknek, dimenzidknak,
aspektusoknak, illetve kimerithetetlen lehetdségeknek végtelen sokasagaként értelmezziik. Ez
azonban arisztotelianus olvasat, amennyiben benne végtelen sok, még nem realis lehetoségrol
van sz6. Egy ilyen olvasat pedig kdnnyen platonizmusba fordulhat, ha e lehetéségekre mint a
jelen vildgban nem létezd allapotokra, aspektusokra, tulajdonsagokra tekintiink, hiszen e
személet egy harmadik vilagot involval, ahol mintegy mar e lehetéségek ott ,,szunnyadnak”.
Csakhogy husserli értelemben a vilag nem elemeinek, a dolgoknak a nyitottsagbol adodo
lehetéségek halmazdnak mennységi végtelensége miatt ,,végtelen”, hanem maga ez az itt és
most adott nyitottsag az, ami a vilag ,,vég”-telensége. Nem a vilagon kiviili, még nem létezo
potenciakrol van ebben az Osszefiiggésben sz6, hanem a vilagon belill itt és most 1étezd
dolgok nyitottsagardl, mint aktualis tulajdonsagukrol.

De hogyan lehetséges ez a nyitottsag aktualitasként, ha végeredményben mégiscsak a
dolgok még nem létezd vagy éppen még nem adott aspektusairdl, lehetdségekrdl van sz6? E
kérdés mar maga is elhibazott: még mindig ott kisért benne a végtelen mennyiségi fogalma,
melynek nyoman a nyitottsigot mint végtelenséget a nyitottsagbdl adodd potencidk
mennyiségének végtelenségébe értelmezi at. Csakhogy — mint mar az elobb hangsulyoztuk —
,itt nem lehetdségek mennyiségrél van szo, hanem magukrdl az egyedi dolgok
tulajdonsagarol. Nem a folvehetdé aspektusok és értelmek végtelen mennyisége adja e
nyitottsagot, hanem az maguknak a dolgoknak itt és most adott ontologiai természete. A
végtelenség mint nyitottsag tehat sem a szdmok esetében (lasd Wittgenstein, akinél pl. az
1,23 ....... n véges sorozat az ,,n” értékétdl fiiggetleniill mindig nyitott, hiszen mindig
tovabbfolytathatd), sem életvilagunk létezdi tekintetében (lasd Husserl és Tengelyi) nem a
szamok vagy a dolgok megjelenési lehetOségeinek mennyisége vagy mennyiségi
tulajdonsaga, hanem a létez6k ,,itt €s most” jelenlévo, aktualis nyitottsaga, ,,lezaratlansaga”.
Béar Tolsztoj hdése szamara a bal euférikus hangulatiban a vildg lezartnak tlinhetett,
végtelensége mint nyitottsdg mar ott €s akkor is aktualisan adva volt, hiszen enélkiil nem
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valthatta volna ki a masnapi katonai fenyités latvanya azt a megrazo hatast, mely alapjaiban
formalta at szamara a vilagot. E fenomenologiai végtelenség mint nyitottsag a tapasztalati
létezok itt és most jelenlévo, redlis, ,,aktudlis” mindségi tulajdonsdaga, melyhez nem szabad
mennyiségi képzeteket (még az arisztotelészi potencidalis mennyiségi végtelen képzetét sem)

tarsitani.

11. Tengelyi elemzése a wittgensteini kontextusban

Ezen alfejezet elején elsoként arra a kérdésre kell valaszolnunk, hogy miképpen
jelenhet meg ebben az 6sszefiiggésben Wittgenstein, aki a metafizika megrogzott ellensége, és
aki egy olyan filozofiai tradici6 megalapitoja, mely gyokeresen idegen a husserli filoz6fiatol?
A valasz erre az, hogy amennyiben Wittgenstein Cantor-elemzése csupan az ¢ metafizika-
ellenességének projekcidja volna, mely csak az & sajatos filozofidjanak keretében bir
értelemmel, akkor a jelen Osszefliggésben valéban nem volna helye megemlitésének.
Csakhogy lathattuk, hogy az osztrak filozofus — bar antiplatonista, antimetafizikai
beallitasatol motivalva, de e filozofiai allasponttol fiiggetlen — tényszerti Gsszefliggésekre
mutat ra: elemzése filozofiailag semleges, tényszeriien igaz beldtdsokra vezet.

Marmost lattuk, hogy Tengelyi Cantor matematikai elméletét a mennyiségi
végtelenekrdl annak platonikus értelmezésében elemzi, és igy nem teszi meg azt a finom
filozofiai-modszertani megkiilonboztetést a tulajdonképpeni matematika €s annak filozofiai
értelmezése kozott, amelyet Wittgensteinnél megtalalhatunk. Ennek jegyében nem reflektal a
cantori elmélet kapcsan folvetédd azon filozofiai problémakra sem, melyeket
legjellegzetesebb modon szintén Wittgenstein fogalmazott meg, de amelyeket mar Cantor
matematikus kortarsai, majd késébb az intuicionista és konstruktivista matematikusok is
folvetettek. Persze ez nem rohatd fol Tengelyi hibdjaként, hiszen Cantor elmélete standard
moédon igy szerepel nem csupan a matematikusok, hanem a matematikafilozoéfusok
tobbségénél is. Ez sem valtoztat azonban azon, hogy Cantor-elemzésének megvannak a maga
filozofiai korlatjai. A platonikus olvasat tekintetében ugyan adekvat elemzést ad, és az igy
értelmezett cantori végtelenek valéban matematikai ellenmintai az 6 altala kidolgozni
szandékozott metafizikai-fenomenologiai végtelennek. Am e platonikusan értelmezett
elméletet — amely tehat mar filozofiai interpretacio, s igy végeredményben filozofia és ezen
beliil metafizika — tiszta matematikanak tekinti. Nem valik vildgossa szamara, hogy valdjaban
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nem a matematikaval, mint résztudomannyal, hanem egy filozofiaval: a platonista metafizika
egy specialis formajaval szembesiil. Ennek megfeleléen, amig Tengelyi elemzése érvényes a
platonikus filozofiai értelmezésben vett cantori elméletre, addig nem vonatkoztathatdo a
cantori matematikara mint platonista médon még nem interpretalt tiszta matematikara: ezen

utobbinak Wittgenstein nyujtja helyes fogalmi értelmezését.

12. A szimbolizalas cusanusi fogalmanak folelevenitése Tengelyi elemzésében és ennek
filozofiai jelentosége. A szimbolizalas mint kulcs a matematikai veégtelen valodi

paradoxonanak fololdasahoz

A cantori végtelenfogalomrol adott elemzésének egy eddig nem targyalt
mozzanataként Tengelyi foleleveniti a ,,szimbolizaldas” cusanusi fogalmat, mellyel a német
gondolkodd a mennyiségi-matematikai végtelen és Isten végtelensége kozott teremtett
kapcsolatot.

Cusanus szerint Isten — az Abszolutum — a mérték, a nagysdg dimenzidjdban a
,megragadhatatlan legnagyobb”31 (,,maximum incomprehensibile”), akit ezért mar csupan
nagysaga tekintetében sem képes az emberi értelem megragadni. Ennek ellenére mégsem
mond le arr6l, hogy a matematika segitségével bizonyos képzeteket alakitsunk ki rola:
amellett érvel, hogy a matematika eszkdzeivel, illetve az aktudlis mennyiségi végtelen
matematikai megjelenitéseivel szimbolizalhaté e ,megragadhatatlan legnagyobb”. *2: Jol
ismert példdja a végtelen koriv. A kornek mint véges objektumnak semmi koze sincs a
minden méretet és mértéket meghalado, és ezért mérhetetlen 6 maximumhoz, és ez igaz akkor
is, ha e kort végtelen nagyra nagyitjuk fol képzeletinkben. Am ha a végesben a koriv és az
egyenes egymast kizaro ellentétek, ezek az egymast kizaro ellentétek a végtelenben azonossa
valnak, hiszen a végtelen nagy kor ive maga is egyenes lesz. Isten, a végsd maximum
végtelensége természetesen nem ilyen, az tovabbra is folfoghatatlan marad, szamunkra. Am a
végtelen kor szimbolizalja e végtelenséget, amennyiben a koriv és az egyenes azonossa
valasaval szimbolikusan megmutatja — ,,szimbolizdlja” — szdmunkra, ahogy Istenben végso
egységbe egyesiilhetnek a véges vilag kibékithetetlen ellentmondasai. S a szimbolizalas e

fogalma nem csupan e példaban jelenik meg Cusanusnal: az a gondolat, hogy a

31 Cusanus: 4 tudés tudatlansdg, Elsé Konyv /X VI utolsé bekezdése (Cusanus 1999: 44.)
2 WU: 440-441.
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megragadhatatlan, a folfoghatatlan, a mindenek folott all6 maximum a mennyiségi-
matematikai végtelen segitségével szimbolizalhatdo, Cusanus f6 mivében, a Tudos
tudatlansag-ban szamos ponton megjelenik, s egészében athatja azt.

Cusanus ¢és Cantor barmennyire is mas uton jarnak, és barmennyire is kiilonboznek
Cantor végtelenjei Cusanus végtelenjeit6l, mégiscsak parhuzam van kozottik abban, hogy
mindketté megkiilonbozteti egymastol a matematikai és az isteni végtelent, s ezt a parhuzamot
azutan Cantor még teljesebbé teszi, amikor 6 is kijelenti, hogy a matematikai-mennyiségi
végtelen egy esetben — a végtelen szdmossagokbol képzett sorozat esetében —
megragadhatatlansdga ellenére szimbolizalhatja az abszolut végtelent. Maga Tengelyi ebben
az Osszefliggésben idézi fol, és elemzi Cusanus elméletét, és mutat ra a cusanusi és a cantori
koncepcio teoldgiai parhuzamara. S éppen a cusanusi szimbolizdlas ezen folelevenitése az,
amely megadja a kulcsot mind a cantori végtelennel kapcsolatos Tengelyi-féle elemzés
tovabbgondoldsahoz, igy egyrészt ahhoz, hogy kapcsolatba hozzuk a witigensteini
koncepcioval, madsrészt ahhoz, hogy uj, az ontoteologia nélkiili metafizikan tiulmutato
mozzanatokat vonjunk be a fenomenoldogiai metafizika kérdésének targyaldasaba.

Wittgenstein nyomdan lattuk, hogy a cantori végtelenek 6nmagukban — tehat a
matematikan kiviili, platonista értelmezés hozzaadasa nélkiil — valojaban a vég nélkiiliség
megfelel6i, melyek mint ilyenek, véges szimbolumok és miveletek, illetve véges szabalyok
¢s véges konstrukciok tulajdonsagai, és azok csak a platonista — azaz mar egy adott
filoz6fiai-metafizikai — értelmezésben jelennek meg redlis végtelenekként. Ebbdl
kovetkezdleg a transzfinit végtelenek le nem zart sorozata is csak platonista értelmezésében
szimbolizalhatja a teologiai végtelent, illetve az abszolutum végtelenségét. Ennek fényében
pedig vilagossa valhat az is, hogy Tengelyi szdmara miért nem szolgéalhatott mintaul a cantori
végtelenfogalom: mint lattuk nem annak puszta matematikajat teszi meg elemzése targyaul,
hanem platonista értelmezését, melynek kovetkeztében a végtelen szamossagu halmazok az
almaskosarban talalhato almak halmazahoz hasonlo, lezart, hatarorzott szamossagu
halmazokként jelennek meg szdmara. Csakhogy e platonista értelmezés a tapasztalati vilagon
tuli, harmadik vildgbeli végtelenjeivel az ontoteologia felé mutat, mikozben Tengelyi célja
éppen az ontoteoldgia nélkiili metafizika.. Tehat valjdban nem maga a matematika bizonyul
alkalmatlannak Tengelyi szdmara, hanem annak egy olyan filozofiai értelmezése, amely

éppen ellentétes a fenomenoldgiai metafizika altala megfogalmazott programjaval.
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Ezutan természetesen folvetddik az a kérdés, hogy ha a platonikus értelmezés nélkiil
tekintiink a cantori matematikara, vajon megvaltozik-e ez a most leirt helyzet?

Wittgenstein szerint a cantori matematikdban tényszeriien egyrészt véges eljarasi
szabalyok, masrészt véges konstrukciok (sorozatok, halmazok) vég nélkiili folytathatosagarol,
illetve vég nélkiili bovithetdségérdl, ,,nyitottsag”-ardl van sz6. E nyitottsag tehat ugyanugy
véges tényezok (véges elemi szamsorozatok, halmazok, mar véges 1épésben végrehajtott, de
ujra és Ujra tovabbfolytathatd miveletek) itt és most adott aktudlis tulajdonsdga, mint
amiképpen ilyen Tengelyi szamdra is a vildgon beliili 1étezOk végtelensége mint nyitottsag.
Konnyen belathaté ezért, hogy a Tengelyi-féle fenomenoldgiai végtelenfogalomnak — azaz a
1étezoknek tulajdonitott nyitottsignak — a matematika tartomanyan beliil éppen a wittgensteini
értelemben vett végtelen, azaz a mennyiségi végtelennel szembedllitott ,,vég”-telen, mint
véges matematikai szimbolumok, szabalyok és a beldliik képzett szintén véges konstrukciok
mindségi (és nem mennyiségi) tulajdonsaga felel meg. A szimbolizalas cusanusi és Tengelyi-
féle fogalmaval: ha a cantori elmélet végtelen szamossagainak mint mennyiségi jellegli
meghatarozottsagoknak foliilr6l nem limitalhat6 sorozata a platonista filozofiai értelmezésben
az abszolitum vagy Isten végtelenségét szimbolizalja, akkor a matematikai végtelen
wittgensteini fogalma, illetve a wittgensteini értelemben vett cantori traszfinitek, mint nem
mennyiségi meghatdrozdsok, hanem mint végesek tulajdonsidgai (techdt mint a
lezaratlansagnak, a tovabbfolytathatosagnak, a ,vég nélkiiliség”-nek kiilonb6zo
tulajdonsagtipusai), hasonl6 modon éppen Tengelyi Laszlo fenomenologiai végtelenét
szimbolizaljak. S ha arra gondolunk, hogy Wittgenstein végtelenségfogalma anti-platonista
filozofiai beallitodasabol fakad, akkor egy tovabbi Osszefiiggés vilaglik fol szamunkra
Wittgenstein €s Tengelyi kozott: mint mar utaltunk erre, a matematika Wittgenstein altal
elvetett platonista értelmezése egyfajta ontoteologiai metafizika, vagy legaldbbis ilyen irdnyba
mutat, és Tengelyi éppen egy ontoteologia — igy abszolutum — nélkiili metafizika keretében
torekszik a vilag végtelenségét megragadd végtelenségfogalom kidolgozasara. Ezért nem
véletlen, hogy mély parhuzam tarulkozik f6l a matematikai végtelen wittgensteini €s a vilag
végtelenségének Tengelyi-féle fogalma kozott — és ezen az sem valtoztat, hogy a radikalisan
metafizikaellenes Wittgenstein minden bizonnyal a Tengelyi altal igenelt fenomenoldgiai
metafizikat is elutasitotta volna.

A matematikai végtelen altalunk valddinak nevezett paradoxona kapcsan mar utaltunk
arra, hogy a végtelen sok ¢és a végtelen nagy képzete az emberi kultirdban nemcsak
fogalmilag van jelen, hanem bizonytalan, homalyos, megragadhatatlan, de mégiscsak 1étez6
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sejtés formajaban is. S a matematikai mennyiségileg végtelenek tartott, de tényszertien csak
Hhyitott”, . vég nélkiili” fogalmaival, konstrukcioval szembesiilve a mennyiségi végtelen ezen
intuitiv képzete akkor is folsejlik benniink, ha egyébként esziink altal belattuk, hogy itt csak
mennyiségileg véges tényezok nyitottsagarél van szd. E nyitott végesekkel szembesiilve
valahol mélyen mégiscsak ugy érezziik, hogy itt a nyitottsdgon mint tulajdonsagon tal valami
olyannal is dolgunk van, mint a mennyiségi végtelen. Ha az 1, 2, 3 ..... n .... sorozatra
tekintiink, s ennek sordn az n utani pontokban Wittgenstein szellemében tudatosan csak a
tovabbfolytathatosag jeleit latjuk is, mégis ellendllhatatlanul folébred az érzés, hogy e
pontoknak koziik van a mennyiségi végtelenhez is: mintegy ott érezziik helyiikben az ,,n”-t
kovetd végtelen sok természetes szamot. Hidba fogadjuk el tehat esziinkkel tényszerii
igazsagként, hogy itt csupan ,,vég nélkiiliség”-rél, vég nélkiili tovabbfolytathatosagrol van
sz0, hidba tudjuk, hogy azokat a szdmokat, melyeket ismeriink, az emberiség konstrualja, s
ezen mar megkonstrualt emberi szamok mennyisége szikségképpen véges, mégis Ugy
érezziik, mintha valdsadgosan végtelen sok természetes szam létezne: mintha egyszerre 1étezne
az Osszes, amit mar megkonstrudltunk és az Osszes, amit elvben megkonstrualhatunk. S ez
kiilénosen igy van, ha a cantori matematikaval foglalkozunk.

Lattuk, hogy ugyanakkor Wittgenstein szerint ez az érzés, ez az intuitiv képzet a nyelv
altali elvarazsoltsag kovetkezménye, illetve tiinete, és 6 a filozofia foladatat éppen abban latja,
hogy megszabaditson benniinket e varazslattol. Am szembesiilve ezzel a végtelenre utald
most leirt érzéssel, a mennyiségi végtelen racionélis megragadhatatlansaganak, sejtésszerti
homalyossaganak ellenére is hatdrozott, eleven élményével, nehéz ezt a koncepciot elfogadni.
Legalabb ugyanilyen racionalisnak tiinik a wittgensteini allitas ellentéte, azaz az az allaspont,
mely szerint a végtelen érzete, intuitiv képzete jellegében a nyelvhez képest elsddleges,
eredendd ¢élmény (még akkor is, ha elfogadjuk, hogy csak a nyelv segitségével tudunk
gondolkodni rola, illetve hivatkozni rd), és nem hibas nyelvhaszndlat hatdsara alakul ki,
hanem ¢éppen megforditva: ez az ¢lmény motivalja, 0Osztonzi mind a helytelen
nyelvhasznalatot, mind a matematikai végtelennek a nyitottsagon, a ,,vég nélkiiliség”-en
tullépd platonista filozofiai értelmezését.

Persze e megforditott értelmezés alapja az egyéni intuicid, hiszen a benniink f6lsejlé
végtelen élménye olyan jelenség, olyan fenomén, amely kikiiszobolhetetleniil a személy sajat
egyedi, masnak at nem adhatd, masok szamara csak nyelvileg jelezhetd adottsag. S masok
beszamoloitdl eltekintve csak e sajat élmény alapjan lehetséges mérlegelni a nyelv és a
végtelen intuicidja kozotti viszony wittgensteini koncepciojaval ellentétes filozofiai allitast.
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De ez nem e targykor egyedi sajdtossdaga: a filozofia legalapvetobb kérdéseinek nagyobbik
része ilyen. Megértésiikkhoz a tiszta észen, az értelemen, a logikai-fogalmi gondolkodason,
valamint masik személyek beszdmoloin tul a befogadd egyéni élményeire is sziikség van:
éppen gy, mint amiképpen ezt Wittgenstein hangstlyozza logikai-filozéfia értekezéseihez
irott elészavaban, vagy amiképpen Kant is végeredményben ilyen élményekre hivatkozva
tekinti a teret €s az idot a szemlélet a priori kategoridinak, s akinek antindmidi végso soran
szintén ilyen élményekre hivatkoznak. De utalhatunk ezen Osszefiiggésben Heidegger
filozofiajara is, akinek a gonddal és a szorongéssal kapcsolatos filozofiai fejtegetéseit nem
értheti az, akinek nem voltak ilyen egzisztencialis élményei, vagy aki példaul a Bevezetés a
metafizikaba cimii muvéhez irt elészavaban igen kifejezoen fejtegeti, hogy életiink
¢lményeként, akar kimondatlanul is, miképpen sejlik {6l benniink olykor — tobbnyire kivételes
pillanatokban, hangulatokban — a filozofia alapkérdése. Mindenesetre a jelen sorok szerzdje
teljességgel igazat ad Wittgensteinnek abban, és 6t kovetve hatarozottan allitja, hogy a
matematikaban nincs jelen — még a cantoriban sem — tényszeriien a mennyiségi végtelen, és
vitathatatlannak tartja, hogy az, amit a cantori matematika végtelenek nevez, tényszeriien csak
,vég nélkili”, vég nélkiili tovabbfolytathatosag. Am az elSbbiekben jelzett személyes
¢lménytipushoz tartozé sajat élménye alapjan mégis tanusithatja, hogy mindennek belatasa és
elfogadasa ellenére az ilyen matematikai konstrukciokkal foglakozva kikeriilhetetleniil
megjelenik szdmara a mennyiségi végtelennek nem az értelemben, nem a fogalmi
gondolkodéasban, hanem az intuicioban adodo képzete.

De hogyan lehetséges ez? — tehetjilk f6l immaron ezen elokésziiletek utan ujra a
matematikai végtelen valodi paradoxonjat illetd kérdést. Miképpen adhatja a nyitottsag, a
lezaratlansag, a ,,vég nélkiiliség” e nehezen megragadhatd mennyiségi képzetet? Az 1,2,3
...... n ... jelsorozatnak az ,,n”-t kdvetd pontjai miért generaljak a folytathatdosagon til egy
mennyiségében is végtelen sorozat homalyos képzetét, mely a maga teljességében még csak
képzeletiinkben sem ragadhato meg? Cantor ugy vélte matematikailag megragadta a
mennyiségi végtelenek alacsonyabb rendii tipusat a transzfinit rendszamokkal és
szamossagokkal, de Wittgenstein nyomdn tudjuk, ez tévedés volt: tényszeriien itt csak
lezarulatlansagrol, vég nélkiili tovabbfolytathatésagrol, hatartalansagrol van szo.
Matematikdja tényszerlien csak a lezaratlansagot, a vég nélkiiliséget ragadta meg ¢és targyalja,
E matematika csak a platonista-metafizikai értelmezésben valik a mennyiségi végtelen
leirasava, ami azonban mar nem matematikai, hanem a matematika szempontjabol énkényes
hozzatétel. De miért kiséri ezt az elméletet még akkor is az intuitiv mennyiségi végtelen
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homalyos-sejtésszerti, fogalmilag soha meg nem ragadhatd képzete, ha nem fellebbeziink a
platonizmushoz?

E kérdés megvalaszolashoz a kulcsot a szimbolizdalas cusanusi-Tengelyi Laszlo-féle
fogalma nyujtja. Lattuk egyrészt, hogy e szimbolizalas alkalmazhat6 a platonista értelemben
végtelen sugara kore, vagy a mennyiségi végtelenként értelmezett cantori transzfinit
szamossagok egy mindegyiknél nagyobb szamossdggal le nem zéarhatd sorozata
szimbolizalhatja az abszolitum végtelenségét, és ezaltal kdzvetve magat az abszolitumot.
Masrészt lattuk azt is, hogy amennyiben a cantori elmélet konstrukcidit €s eljarasi szabalyait
Wittgensteint kovetve helyesen nem mennyiségileg végtelen, hanem csupan vég nélkiil
alkalmazhato, vég nélkiil tovabbfolytathatd, ,nyitott” konstrukcioknak ¢és eljarasi
szabalyoknak tekintjiik, akkor azok pontosan a végtelenséget a dolgok nyitottsagként
értelmez6 Husserl- és Tengelyi-féle végtelenfogalom matematika megfeleldiként — mintegy
azok matematikai szimbolumaiként —jelenek meg. Marmost ugyanezen konstrukciok és
eljarasi szabalyok a szimbolizalas egy harmadik tipusaként mar Oonmagukban, a platoni
értelmezés nélkiil is, pusztan tényszerli vég nélkiili tovabbfolytathatdosaguk révén, mint annak
jelei, ,,szimbolumai”, folidézhetik benniink és ,,szimbolizalhatjak” a mennyiségi végtelen
intuitiv, fogalmilag meg nem ragado élményszerti képzetét.

Cantor tehat tévedett annyiban, hogy ugy vélte: matematikailag megragadta a
mennyiségi végtelen, mert matematikajaban tényszerlien csak a nyitottsdgrol van jelen.
Matematikdja egyaltalaban nem demonstralja a mennyiségi végtelen aktudlis, valos voltat:
csak annak platonista értelmezésében jelenik az meg ilyenként, &m e platonista értelmezés
mar nem matematika, hanem a matematika altal nem bizonyithato, ahhoz képest kiils6 és
onkényes metafizikai hozzatétel. De tévedése csak részleges: ha elmélete nem is ragadja meg
a mennyiségi végtelent, ez az elmélet ennek ellenére — vég nélkiil alkalmazhato eljarasi
szabalyai és nyitott, vég nélkiili konstrukcioi, transzfinit fogalmai révén — mar a platonista
értelmezés nélkiil, O6nmagadban is szimbolizalja a mennyiségi végtelen intuicionkban

megjelend képzetét.
[gy tobbszords szimbolizalassal szembesiiliink itt:
Platonista értelmezésben a transzfinit szamossagok végtelen sorozata, vagy Cusanusnak a

fantazidban megjelend, de a modern matematika platonista értelmezésében fogalmilag is
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iii)

megjelend végtelen kore az abszolutum végtelen nagysagat, és ezaltal kdzvetve magat az

abszolutumot szimbolizalja.

A cantori végtelenek dnmagukban, a platonista értelmezés nélkiil a Husserl- és Tengelyi-féle

végtelenségnek mint nyitottsagnak matematikai megfelel6i és egyben szimbolumai.

Ugyanezen cantori szabalyok és konstrukciok a maguk tényszertiségében, mint mennyiségileg
véges, de tulajdonsagukban vég nélkiil nyitott teoretikus létezOk (azaz mar wittgensteini
értelmezésiikben is), egyuttal a mennyiségi végtelen benniink folsejld intuitiv, fogalmilag nem

artikulalhato képzetét is szimbolizaljak.

A cantori konstrukciok tehat, ha tényszerien nem is ragadjak meg a mennyiségi végtelent,
bensdséges kapcsolatban vannak vele: Egyrészt platonista értelmezésben igy jelennek meg,
mint amelyek a matematikan kiviili harmadik vilagban vagy Isten elméjében 6rokkévaldan
1étezonek foltételezett mennyiségi végtelenek leirasai, és mint ilyenek, szimbolizaljak az
abszolitum végtelen nagysagat., Masrészt e platonista értelmezés nélkiil is szimbolizaljak a
mennyiségi végtelen homalyos, sejtésszerli, de mégis eleven erdvel foltoluld intuitiv emberi
képzetét, s ezaltal kdzvetve, ezen intuitiv képzeten keresztiil szintén az abszolutum felé

mutatnak.

13. Az ,,ontoteologia nélkiili” és a klasszikus metafizika viszonya

Tengelyi metafizikai programja hatarozottan elkdtelezi magat az ontoteologia nélkiili
metafizika mellett, és ennek megfeleléen a metafizikén beliil a végtelenséget csupan mint a
vilag nyitottsagat tartja elfogadhatonak:

A vildg végtelensége nem az abszolit végtelen. Sokkal inkabb nyitott végtelenség...””

»A dolgon és a vilagon tuli végtelenséggel a .... fenomenologianak mint olyannak nincs

tennivaloja. Egyediil és kizarolagosan az fontos a szamdra, hogy ennek a vilagnak a

végtelenségét ragadja meg.”>*

3 WU 556. o.
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Ezen idézetekbdl ugyanakkor egyértelmtien kideriil az is, hogy koncepcidja nem
iranyul a vallasos képzetek és az abszolut végtelennel kapcsolatos teologiai vizsgalodasok
ellen. Az abszolutumot, illetve az abszolit végtelent — ¢és altalaban a hagyomanyos
metafizikdt — viszont az altala vazolt metafizikai program a filozofiabol hatarozottan ki
kivanja zarni. S ez szintén egy Wittgensteinnel parhuzamos mozzanat: gyakorlatilag itt is egy
— persze a wittgensteininél joval szolidabb és szerényebb — filozofiai ,.terapiardl” van sz6. Ez
pedig megint csak nem véletlen: amiképpen Wittgenstein a nyelv elemzésével, gy Tengelyi a
fenomenologia modszerével torekszik az 4athagyomanyozodott metafizika képzeteinek
kritikdjara, illetve Gjragondolasara.

Ugyanakkor Tengelyi konyvének végén egyértelmiivé teszi, hogy a végtelenséget
nyitottsagként f6lfogo, ,,ontoteoldgia nélkiili” metafizikanak prioritast tulajdonit a vallassal és
a teologiaval szemben, amikor is annak a sejtésének ad hangot, hogy taldn minden vallasos
jellegii hagyomany a vilag végtelenségén mint nyitottsagon alapul.®

Csakhogy e Tengelyi-féle sejtéssel szemben oOhatatlanul folvetddik a kérdés, hogy
vajon honnan szarmazik a vildgnak ez a mindennek alapjaul szolgald nyitottsaga? Vajon a
véges dolgokbol Osszealld vilag nyitottsagként adott végtelensége nem valamiféle ezen tuli
abszolut végtelenre utal? Egy olyan abszolut végtelenre, mely e nyitottsag forrasa? A
matematika most targyalt szimbolizaldo képességének fogalméval: miért szimbolizélhatja a
platonista médon értelmezett mennyiségi matematikai végtelen az abszolitumot? S honnan
ered a mennyiségi végtelen intuitiv képzete, melyet a cantori matematika szabélyai és
konstrukcioi mar dnmagukban, a platonista értelmezés nélkiil, pusztan végeseknek tekintve
Oket is folidéznek és szimbolizdlnak? Hiszen a mennyiségi végtelennek ez az intuitiv képzete
mas mint a nyitottsadg: bar a matematika véges, de nyitott 1étez6i szimbolizalhatjdk, de a
végtelenen mint nyitottsdgon messze tulmutatva a matematikatdl fliggetleniil is jelen van
benniink. Honnan ez a képzet? A nyitottsag, mint elsddleges tényezd generalja? Vagy éppen
megforditva: Tengelyi sejtésével szemben egy végtelen, végsé abszolutum vilagon kiviili

jelenléte nyitja 6l szamunkra a vilagot, s egyuttal a vildgon beliili dolgokat?

WU 548. o.
3 WU 556. o.
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E kérdéshen nem egyszeriien a kritizalt és meghaladni kivant hagyomdnyos
metafizika szdraz, mesterkélt vagy megcsontosodott fogalomrendszere kisért, és ez példaként
illusztralhato Pilinszky Janos Bach ,Jénos Passioja”-nak hatdsa alatt tett nevezetes
kijelentésével, mely szerint ,,Bach [zenéje] elsésorban istenbizonyiték™,*® mely allitast azutan
évekkel késébb Bach 54. (,,Widerstehe doch der Siinde”) kantatdjara utalva Kocsis Zoltan

erdsitett meg.3 !

Egy magat fenomenoldgiainak tekint6 metafizika figyelmen kiviil hagyhatja-e az ilyen és
hasonl6 evidencidkat? S egyaltalaban figyelmen kiviil hagyhatja-e annak a Pilinszky Janosnak

koltészetét, aki, amikor arrdl ir, hogy

,»A teremtés barmily széles,
olnal is sziikdsebb.

Innén odaig, K6, fa, haz.

€s mégis, olykor belép valaki.

Es ami van, hirteleniil kitarul”,

a koltészet eszkozeivel éppen azt jeleniti meg szuggesztiv modon, amit Husserl és Tengelyi

crer

azt is nyilvanvalova teszi, hogy szdmara ez a ,,nyitottsag” hatarozottan transzcendens eredet(i?

3 Pilinszky 1963.
37 Kocsis Zoltan 2013.
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Ezek olyan messzire vezetd, a filozofia legbensébb rétegeit érintd kérdések, amelyek
semmiképpen sem fogalmazodhattak volna meg itt Tengelyi filozofiailag gondolatgazdag
monografidja nélkiil, és amelyek természetesen még csak rovid reflexiok erejéig sem
érinthetéek a jelen irds kereteiben. De e kérdésektdl visszaléphetiink tulajdonképpeni
targyunk, a matematika felé¢. Vajon az emberi kreativitas és a husserli végtelen mint nyitottsag
egylittesen elégséges-e e cantori matematika jelenlétének és miikodésének megértéséhez?
Akarhogy is nézziik, annak ellenére, hogy e matematika a mennyiségi végtelent tényszerlien
nem ragadja meg, mégiscsak gy tiinik, hogy a cantori elméleti épitmény fogalmi bazisat
mégsem csupan Onmagaban a vildg nyitottsaga alkotja, hanem hozzatartozik a mennyiségi
végtelen intuitiv képzete — s6t talan még a mennyiségi végtelenek ezen az intuicion alapulo
platonikus fogalmi idedja is. S szintén ugy tlinik, hogy a matematikusi gyakorlatot sem
annyira a wittgensteini ,,vég nélkiiliség”, mint inkabb ez az intuitiv képzet vezeti. Ez pedig
mar magaban is arra utal, mintha a cantori elmélet kimutatna e vilagbol, amit azutan
megerosit a korabbiakban jelzett kettds szimbolizalas, mely a platonikusan értelmezett cantori
matematika esetében az abszolitummal, e platonista értelmezés nélkiil a mennyiségi végtelen
intuitiv képzettével hozza relacioba e matematika fogalmait — ami persze Wittgenstein
szellemében lehet pusztan nyelvhasznalati hiba kovetkezményként follépo illuzio is. De vajon
a cantori elmélet sikeres alkalmazhatosaga nem alapozza-e meg Wittgensteinnel — és egyuttal
Tengelyivel is — szemben azt a sejtést, hogy ez a kifelé mutato értelmezés (Pilinszky Janos és
Kocsis Zoltan Bach zenéjére vonatkozé kijelentéséhez hasonloan) filozofiailag mégiscsak
relevans, és ezért nem teheté maradéktalanul a wittgensteini terdpia targyava? Vajon ez a

nyitottsag — egyfajta sehova nem mutatd, s ezért iires nyitottsaggal szemben — nem iranyul-e
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valamerre? Egy olyan iranyba, mely tekintetében — hogy stilusosan matematikai kifejezést
hasznaljunk — Bach zenéje, Pilinszky koltészete, Kocsis Zoltan eldadomiivészete €s a cantori
matematika ,,konvergal”?

Olyan kérdések ezek, amelyekrél Tengelyi Laszlo talan mar joval tobbet tud nalunk
egy masik vilagban, ahol majd minden kérdésiink végérvényesen megvalaszolast nyer, és

ezért nem lesz tobbé sziikségiink filozofiara.
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